
МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ

олимпиАдА llФизтЕх,, 
по мАтЕмАтикЕ

11 класс
вАриАнт 3 шlI.IФр

.ц + 2,

Заполняатся ответствеlrным секретарём

1 [3 балла] Углы а и i? удовлетворяют равепствам

sin(2c f 2il: -*; sin(2a t +/) + sinZo : -fi
наfiдите все возможные значения tg cr, если изв€стно, что он определён и что этих значений неменьпrе трёх.

2 [4 балла] Решите систему уравнениfi

3у-2r: у-
3r2 +3у2 -61 - 4у:Щ

3. [5 баллов] Решите неравенство

зlоgа(,'+6,) i бz >, |х2 а бr|l"ва s _ ,z.

4, [5 баллов] Окружности Q и а.,, касаются в точке ,4 внутреЕним образом. Отрезок ,48 - диаметрбольшеЙ окружностИ О, а хорда ВС окружности Q- *""u"r", &J в точке D. Луч ДD повторно
пересекает Q в точке Е. П_рямая, проходящая через точку Е перпендикулярно ВС, повторнопересекает Q в точке -F'. Найдите радиусу окружностей, y"on AFE, п,rой^д, треугольникаДЕF, еслп Iлзвестпо, что CD: i, BD: +.

5, [5 баллов] Функция / опреде"rrена на множестве положительных рациона!,Iьньж чисел. Известно,
что 21.1tя лtобых чиссJI с и б из этого мIIожсс,fва выпоJlllсно pa'etlcTl]o J fub) : f (а)+ /(6), и при
этом /(р) : Wla] м" любого простого числа р ([r] бозпачае, п."Ъоri-"" цurr* 

"".""о, 
n"

прсвосходящсс с). Найдптс количсство пар патурiUIьпых чисел (z; у),u*n*, "rо 
3 ( z ( 2Z,

3 ( у ( 27 п J@ly) <0.

6 [5 баллов] Найдите все пары чисел (а;Ь) такие, что неравенство

выполнено для всех u на промежутке (1;3]

7. [б баЛЛОВ] Щана пирамида РQЛ.9, вершипа Р которой лсжит на одной сфсрс с ссрсдиIIами вссх
её рёбер, кроме ребра PQ. Известпо, что QЛ - 2, QS = |, PS - Л. Найдите д-rин1, ребра RS.
Какой наименьший радиус может иметь сфера. описанная около данной пирамиды?
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ФtдЕрд-ilьноЕ госудлрствЕнн()Е лвтономноЕ
оБрА]OалтЕльIlоЕ учрЕждЕниЕ высшЕrо

ОБРЛЗОВАЦИЯIПlDтп
шIlФр

(заполняется секретарём)

"московский Физцко.тЕхнич]:ский инстит}-т
{нл циOнл. lьны Й исс.l tJовлтЕ.lьски Й

унивЕрситЕт),

ПИСЬN{ЕННАЯ РАБОТА

ПО \*Eope,r.{E kосикчсов дl: 
^ 

Т Е/Ц :Тl}-FЕа+Д5z- 2 ýE-AE669.l

п оАстlВ,,(ХЯ 1_1] а;,2 р1 :} JT

по \ýбРЕ,.l.{ Е F Е ? 
+tsУа_ r.FЕ,Fу,

. (olZF

3Htr чекц1 , п о,(ЧчдЕrl F,.lа=

kьси нЧсов г4ЛХ А Fе,Д;F,ДЪ

{j1 л-сjл^.ч,/} ..}.лr, 111 .coszF-ГC 
Ъ-ъ '-г - t z ч

-z:+ýT (оýдF (=>(.,s.F=Й . ДFЕ= в
сýВЕ т; Д: зч qýг

П черновик БД чистовик
(Поставьте галочку в Hy)tiнov поле)

с\г((оq z

Страниuа Nэ ý
(Нумеровать только чистовики)

9,



El черновик П чистовик
(Поставьте гмочку в KyжtroM поле)

Страница Nэ_
(Нумеровать только чистовики)



Фгд|iрл_,lьноЕ гос},длрствЕнноt: лвтоно}lн()l]
оБрл,lовлтЕльноl; учрЕждЕниU высшЕго

оБрл]овл]tияrпФтп шtlФр
( заполtlяgтся секретарём)

(ttocKOB(,Kиil Фи }ик()_тЕхнцчЕ(,li}tii иltсти,t},т
(н \lllt(}H \_ IьныЙ и( ( .lL.lOB r l l,.lb( кпй

l'ниВ[РсиТЕТ),,

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

Ъ\ -ZS= Ът1 - zt-}5tz

} х2+ 9 aе-61 -ч5= ч

gЁ-€ F t1: } =](х -l)1-З

}?"*u(/ = }(!t*lз
}cx-l)z l +ъсl^ý

(v -rl z+1 y- })' =

" 
c)t - z) - r} t- L) = (t-l) ( З Y*Z)

}q-zx: iy -а - 1}+z : (}v*z)-r(tч)

6-

ч-t-*)r}сt
ф"t ,

лZ,rl -т/

=аýз
({-2)

J-lo t Ч

'{
J

е а l.+ч
)

з
ъ4-z с,

2'

ýз?е
({tl

_(ýГо *z 1_
L

ýЪ+urГс,_ч

ъе >. }€

f 
'з,r-,,

Ъ€ -rв€
о:ъб

16 
]-- rrбч + \о = tбс

\G2- - t ь-€ttчс.:о

at z * ts* tч t_,o

ct {x-l)
з€ = 3q-L

- f*з'
-Е--

6

ъl

6^q

}.q-(-r
6,д бъ

G/r L= |rg
.7

( 0r=

ъ\ >,Zx h-
BZ 2*1

rIГо*q zrr5l}*t

l цч (-l r_,:] е

t-_ r 9 +т1:-ý-,!-r
lъ

L

:ч.

(* 0:q

6,- L: -q

''/5= 
u,,

Lll
а = 7з,Чzt

Ч8ЪtВ '= ё

Ъt-L: **l
3q-L: ц1_1.

q =i8

тfi_а'Fr-

в

ГЗ,6 = 
q

Lз8 =чq

Lý
qoL* бL=

9-z
Go

6=&.

3\ -.z= t5Б7a

3q -z=V
ъq эб

ýъ
]-)-

lo

3ч = Ч_5
ýъY

+ч

rJ tб
ё

z aъ:- .(о
-?iý, { о

а.rоФ
ч

G L ?

з
(:

в в=-

-zб= ?Е
"т
tý

t

({

з
2-

ýб--L-

о_-:.ц^ц ?-

х-'=9
1= ýýlz,L
*it;1
ч.а

Е черновик П чистовик
(Поставьтс галочку в ну)l(fiом поле)

Странича Nэ_
(Нумеровать только чистовики)

т=Ич)/
а:ц1{

-ё-



П черновик П чистовик
(Поставьте галочку в нужном поле)

Страница }l!_
(Нумеровать только чисговики)



ФЕдDрлльноЕ l'осудАрствЕIrноt] лвтономноЕ
оБрлlовАтЕ.цьноЕ учрЕждЕни1] высшЕl,о

ОБРЛ]ОВЛНИЯIпlDтп ш}lФр
(заполняется секрgгарём)

> (московский Физико-тЕхничf, скиЙ инстит}"г
1нлllпонд:lьный исс.цliдовлтFlьский

УНПВЕРСИТЕТ)l,

о
t

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

QR: z Q ý., Рý.Б R( -? L nih QRýP-

- q Y \ {t ir- и*,t-z: |r{d
1-\

q1l-t?x+1 :о
_( 1.kQ?_* rlqa (zч -})а:о

еВ9 зВа - t_.з.tG €+ чq\+t.}.?Q&lsqе

( з В t2q) L= зо8 (* -З.JЪ

с€ fa1,z
BL+f;+ зчd ? : t 3tс:з

, 
- 

ч{t)

а - тiг-L
*za+6 = ýi

Ч= 5 (*"l* }t*.1 <*-;о1

! =-Zit 6

l

р

R

ý ! L9
зý
ýý = lгQ €s

,/о*' .a ,, */*"'

l
С L-Ц8 * r7ч

1,о +

LG

9Q( + loo,1 л 3Сл t з(,: z
Q,8>.ь

ч-Ъ= 1K-t + l(ь|ja +lоб lB >. Lчв
6

тб € -- 3crti aq atlоФ/3т, ts, зq a
?-

\ -т" ,/оt,.с*'*. 
Х> 

*" { >/ \.tltc Ё \ 

y'"j.l 
л.,L

6 L- зGQ п_.f ..
3at6= ,2-

tb

(;\J: а G+8

( }'о): qitc
/о1.* Г оцs

t
( l.. 11

q t8_- q

3q t8: о
?Q:-?t
q:-ъ

В: Ь

а

\11

Чх*}
zY*z

lt-}

S 7'

t
ф

6 -) -

/I

д-}
ц -l -

l,,l - ?,Fi.. ц
,l

а tlЧ) ý1

х-})(х-

цr*€ l.t_ }t. }+lo Д'lа+}5

}z >6o-tT*b -в
ъ-,

{8'

l?

lз,
д-

lб

t- ( }io

-zY}6
Lc

El черновик П чистовик
(Посfавьте галочку в кужвом поле)

Странича Nч_
(Нумеровать только чистовики)

\
1 a

г
(у

) (S-9"Ё=-*

ý4):+
\rь

@а

tQЧ'99s
<.-.._-.----.---

3Х -3 r- 0 Scx_U? + ( oolq \

\



RсR-.)=Ц i.cil .).'# л: l}''- бгt{,6 - тт 1
ý1.г. 1г5s - , ь)

lб

t|.{
q.6

}ч, -

.+g

r11 зZ

лT- - t ],l
чL

g
зб

?_
14

a,u -?J"
Cl.

т

lý
я

3

ча. бL
/ý?(l,asб
liз.t

t+

z
3

д

/ р. tý/ч

a

: n,l.t J

l} /z
?Ф

R(Д*г)=

8otr: r ýzr
\оо + br + *о

, ý?I ^ А..rб
lb

1
?о-1

с

.,Fд
Ad
ý
ч

\ 3r1 /ьоо

,,
ý

}9

'э \с{

Ь ц rъ с- 3Jl
Го=tъ-Ё - -Б lб

ц- rъ__ф 
ё'С Ь3 р }

т- i{д, }бlJ 2 /.( ,. ltЧl ) l,_ъ к,/иъz, F- СОýQ>fr

?. i"= }"'

d*

JG

г z tlt .ý (

(о!д : l ý/ч

Ал,о
bt

,rо ý
r zБб

(ý
q^lз -1

52оl:а<о S?d. -l
(os/. >

t} t

- +:чх
Е

l tcoElaлz0'] to !
}1

z+

IL+2T r
:зS

зБ

и
(ф

|-l F

г)г:

€lч. н F:
(ý5

L-h
гt 1- lJ

=ýi

1\q
l-, \

? Н F. (f -з> с ý+з.2

(-т-0q.

{lт

5

гв.'

r гlл\l2_

15 m

^ь-а
BD.D( s-lz - ?+
,lп - ,:-z *.ýi

{3 Н,Нс4=,

Ч.у

*1 Fд= jJB

|ý
i

с

Е

i"*t_,

1. l } cr+-rl
---Е----

(+)'

ý

t1
z

2_

он

- lýrl

}

ъ

:?..
ч'-ь -,-/.*:2,ýб . соЕр, Ч T qо,з: 16о

-z : -ý1 соýФ
\.3-|з.ft

l+, ч
1-

F F -lИz

-q t }ýr
3
-\rrЬ

-т

G А\z
5
т

чй:т+-

т,

?-

Гц
F/Ъ EJa Е Fz-2гг.вд Гз=ý э

(qс{

/6

ý

|ь
8r,l >

--__-з}116
ч-з,6

a*'

l3o-1l
ч9<

/1.

Е

lб

\
,6

./J

:l'
+ Sq t fuз

{€а-
х

е

М черновик П чистовик
(Поставьте галочку в rrуlкном полс)

{ !_.l

Страница JlЪ

t S с/],/?

(Н).меровать тольr(о чистовики)

']_9: яз , с

",tэ , t

/ D= 4(/€цц= ,:..

бD

t t].pE : гJD.р(

т



ФЕдЕрл_,IьноЕ f осудлрстаЕнноЕ лвтоно}lноЕ
оБрлзовл1,1].lьноЕ учрЕ,мЕrrиЕ высш ь]го

ОБРЛ]ОВЛНИЯIПlDтп lUliФр
( заполняется секрсгарёlr)

(МОСКОВСКИЙ ФИЗИКGТЕХНИЧЕСКИП ПНСТИТ}"I
tнАционА_ lьfiя й исс.IЕдовлтLrьский

},I nBEPC}iTET>

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

5r tl ( ZД+ zD = -,F 5ih (zд+ ч}) a9;/t z;L: s {1^- ?
l+

9iп(tд*а} *z_P ) : 9irr czJ+l })coSz}t (ý9(zJ+zp si nzJr
вlт'SБ€
'х{r{а{

(о! t? A.tt}) : t r-!'IL -*. 0l{'

-q ) --1(ч -
q.

,

}i -rr= {3.65-11-з j +t- ЭI>. z* 9т5-zх-rу>.-zl

3д* , ,z- 
sк*ч 1 :t,

зуt_ьt = 1(xa-L* а r _t): !(x_,2'L - 1

}чL-q\ - з (yl-ýr.i
1(x-r)t-l . 1q i -?z1)1

3 ( х- r)t+ В (ч *Чз) 1

t<t-r 
> 

t+ ( 1-?4 f = 1;rs_t

З 1-tT_*J

( З1 - z.д

(3ч

зt(t-l)-i6(-2)

} \(x-r) - l(x- r).r
(}tl) (ъ\*L*)+t

) (}1tz* -y+l) _-t

-zts) ( 3Ч t}т +l) : l

(Ё+6Х ) ь
/"ь.

,z
-*

5уа- lLTb+ ц х? : }{g_ а*-} tp r

-- ( }\ +rL ) 
?-- l/0

ч /L+ Lx '|/ч - |/ц: (? Y t V. )- l/,.

(з1 +7.)L +( ?r+7t)" : l.fЪg + |
?

-l
a(r.i,l(ja,tzx2? = (*-r)( }t. - ?YJ+l

LL
.tt

1t'*3ч *+ -+ =
1jt+з у =4

z-r Z - !т' з

L (эq * 7")L +1r r+ tz. )' - 1,. 
=' Zхз

+} t\+2_

(] -2а./
Lз\-Lхl

- ot -r:oq *{fii
xl- z).tt .t

(x-r)z-- {_.з-?rl' (og. \
(о ч ,л+

ц

(ч-! в

r

,/*1u 
с*'*с *l

+ х 
z+(*

; 
xL+cx I

/ч., i;"i' ,bn",:|r",X:;
ý

0

* =rr"ъ<
{-о

++7 lЁllОl..С

- +|оыс +t 7о
/Ч,'" 

1 *rЬr"' -

Е.(зq* t-l *3t1+l_

t< (}ytL)-(}t-2-),-

-_ (r_t ) (Зt*?-)

Gt-zD'=(x*l ) (}qtl) t
_а

t

}/

t bur
3 .Jl

з/о1"
/og,t L|q

lo
}

t3

ъСt

М черновик П чистовик
(Поставьте rалочку в HylKHoM поле)

/оrJ

Страниuа J{Ъ_
(H},r"lepoBaтb только чистовикя)

_?(Y tl)
t(, _ t

t

+ст >z 
|xL 

+ Вх.[

ви-а



L
9 Д." ? Ъ giьд С-О9д {, t <о9'а +t_ _t

bP=(br. Ъ s a пд С oscb а? ссБЪ-ý
1.|с

А ДD.Dg: С D.ВD -^

', "g#{,t..аfр

ц
ч I

(ь9д 
= 

о
Ч 9 iл J+(oEa:o

ьi сF_ '?'l \ 61.А: -{

L",L,=,
l69

-():Rч)+_R11 :ft ч)tr

_J < t, > . jc-, )*Jc,,l 5С-Ч;=5r-аЦrr__

5(,;,o е4 ý,6;o'5c-z1

JС-чr= ý.*,)*ý.,,l
ý,J(Ч): ý J(-( J:J(_ q l

lilt (z^+ 2._D=-Ь соlСz+_+дF
У4:о

*;14
;* q

$lъ

2}
1s

zчъ'

,6 cot z}* fus tirJ
+ 9ih 2.ч -- l

|}

l \/,
со9 } :iЕ:Ъ :

J<n6>ft

г
9

zfL
ц>t}сбl

л.рr. rfА-чс

'ft;r; qG€Ф

5с}): о }t 1.;1 =t
}cs)l r

5( +): l

J(l})*l
ýс rtl -_t

}4r ъ1= 9

}сzз>= s
}cr>= }c1>*n

ýrу;= -k\'

q/o

Ё

5

о
о

t:?.1 c,=t.l Ф1

t=t} ъ:з1 (o:z_. 3i-{t:?_z.} 
-"о''( Ч;В)- !

\- _ r
ý,.ч*+8>.L*l^Зч*+Ъо

}о.
ч о.
ýt.

€ 9,,
Ъ,.
То.
зо.

lgi и a+st п}. 2 (соg(+})s,hч}, l
с.os У giSL:} ( Sir€Ц}slпа-э>l

(sd.c} {(J.ý}1
( сбl(l+ 91ý!
sдс.д< f + ..rbar
.ý s}cя rоr*,9ъqРьl+*l+s> =Il'

с+ 0= .,l.

q€ 
=_3 

h

za>.r{}
a={i}

lo t.
(l ?_.
,1 О.

* r', y €(r,,}1 [--

9-\с 6. ьо= ч1_
Yа.вс}

}^ 
*tl

9irrд t9in
QT+4., t54x - 1> Съ-ý7ч1 ýп(LАtl.D+91'П 2J:

фъ
Ц si r*соЦ -co*a-+r:o z s i п(zд + L}) (

l+t :,z о е-t+t
ь

хо= }=f

Ig

t5 l.
lG, о.
,}о
lc l.

11 l,,
,t.
G,!о

ч (Y- }r\)

ZZi=-IT >z

,l_ -т.

I
l (69

'о ' lо,,s} Ё$L
Ё4,Ь+ 56 бq

* r- 1,ý + тЕ
+ z.з* 6. 4

l{ab (osul
оý?_в: -}"ta
- lъч,тfi

Фs -J_ ý;

,5
с оsФ - q/J;
S.'Л2}_- 1 l

та
9iпzд

(

Fg,л

сФ?.в+ <ццSl.л2
}--.L

т

1.fE
ч s ih цt co g?4r -,

{') L &

М черновик П чистовик
(Поставьте галочку в кужном поле)

Страница Ns_
(Нумеровать только чистовrп<и)

Г,L, z ЪFЕ 
,

(D=9/ъl

в

J Ср>= ГРlчl,г-rфо{;Х,5l € N,- (

х4Г}1 z+1 ,\ rri,,?тl
5 ( Х/1 lС О },{tr,,,,,l. l+, lýr?]t

1 u""5.c*,|;. S (т>*ýс1 ) = 5Стs-ý(y;

""А

l


