
МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ

олимпиАдА,,ФизтЕх,, по мАтЕмАтикЕ

ШIIq)l'
']аполпяется ответственныь! (1,KpeтapilM

[З балла| Углы о и l удовлетвt_lряк)т paBeH(:TBaI\.t1

_t

sin(2a+ zo _ -*; sin(2o+ad) +sinzo : -]
Найдите всс возможItые 3llачсllия tgсr, ссJIи извсс,гllо, что оп оltрсле"rtёll и tt,го э,гих зllачсllий IIс
меньше трёх.

2. |4 балла| Репlrrте систем1. vllaBHeпrrl-t

l-|2у:Лrа-ЕГ-I+В,
12+36y2-12r-36y-45.

3. [5 баллов] Решите ttepaBcrrcTBo

10r + |r2 - 10z|l"B"a 2 12 15l"вз(rо, "').

[5 баллов] ОкружностИ Q и t.t касаютсЯ в To,1Ke,4 внутренним образом. Отрезок АВ лиамtlтр
большей окружности Q, а хорда ВС окрчжности f,) касается 0J в точке D, Луч ДD IIовторно
пересека€т Q в точке Е. Прямая, проходяlцая lIерез TolIK.y Е перпендикулярно ВС, IIовторно
пересекает Q в точке F, Найдите радиусьI окрчжностей. угол ,4FЕ и площадь треуго.пьника
ДЕF, еслн известно. что CD : +, BD - +.

5. [5 баллов| Функция / определена на множестве положительных рационмьных чисел. Известно,
что дпя любых чисел с и Ь из этого множества вылолнено равенство /(оЬ) = /(а) + /(Ь), и при
ЭТОМ /(Р) - ЬlЦ] М" ЛЮбОГО простого числа р (|r] обозначает наибольшее ц","о" .rr","о, ,r"
превосходящее r). Найдите количество пар натура.'lьных чисел (z; у) таких, что 2 ( r { 25,2{у(25пf(хlу)<0.

6. [5 баллов] Найдите все пары чисе.л (с; D) такие, что неравенство

16z - 16

4=(аса6(_з2r2+збz_з
выполнепо для всех z на промежутке [i; 1].

7. [6 баллов] !апа пирамида к LM N, вершина N котороЙ лежит на одной сфере с серединами
всех сё рёбср, кромс ребра КN. Извсстпо, чrо KL =3, КМ = 1, мN: lД. Найлиr.е л.lIипу
ребра,LIVI. Какой наименьший радиус может иметь сфера, описанная около данной пирамиды?
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Фl]дЕрлл IbH()l- I ()(,!,jlлр(,I l]}-lI li()l] ,\l} l,()ll()NlIl()I
{rп,л к)вл l,t].llыl(л,] } чP|,:ii:,rlLllllt] llы(,ult]l ()

()БрА]()вАIlияIПсDтп
шlJФр

(заполняется секретарём)

(Ntоскоаский.lrи 1ик()_,1,1]хнич}](,кий ин(,1,иl,},т
(нлuион t. tы|ый ис(,.lt:д(rв^ l l,.,lb( кий

унивЕрситЕl)D

5а2ttа 5| По уло(чю 51аS) = _f(д)- 
'(0.f(4= .f({.1) = f (4)+,f{l1= ll(l) , отkJзq с^ез.Jеr f(4=0;

J(.|)="f(*)= J(a") + f(f) =о =, J(*) =-f(a)(o
rr=Pn' р/, 

. pJ,.- р/. ,
Еслu

/, l l hе.отрчцлтел ьЕие

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

Че |nt |,, -. , fп

це^Ие , тъ

/ k

hfц.тие 'IД CJlN а/

,
ч
1э

]=Э)

5,

2t "' l h

=-_.= .f(r*)* f(г*)- . -.f(r.) = /к,fф-) хп.л

лрf,оtD К. Ъ%О

[|*ъ,,таэl 
'Ф-) 

JлJ

,f(J)=[i]=О;
f(T) ,lt: =:;

f(ll) =гtJ=+,

J(lB) = 
j(r) + 2g(з)= О;

fФ) = J(a) + ý(ll) =х,

f(э)=[i]=о;
.f(и)= LtJ =t,

t(лз)=Lt]=ч;

uд!к

fй)= /.J(p,')n J,fФ)*_..* /n f(p); <о

tcer 0росткэс р. 8 пF"о"rлсрrКе 2<fl*s2S1

J(5)=Д

.f(лэ) = д

J(l,э)=

7= 1,

J=-
23
ч

ч

t
ЦulолЬlу.l ?орJi9л5 

(') Фе\Jlrаец "f(4) 1JL- осъл(tс6l2с аццо|

( *7опrllзгке IЭП<l,s',

f(ч) = д f(z) =о; f(0= f0)-f(d =О-

f(S)= z.f(э) = О j ýаф = J(z)- Yls) =1,

J(4ч)= f(z)t f(T)= 4, f(.fs)= f(S * f (s) = / j l(l.;)=+,f(2)=Q

f(8)- э"f(z)= о;

f(tJ)= rg(z)" л(э)

f(яр) =Zf(r)* t(s)-!.; fТl) =f(э)-,{+) = /;

f(r0= }f(д)+.f(з)=О; f(Л)= B.f(s)= 2;

Е черновик М "".rо""* Страница Ns l
(Поставьте га,lочку В нужном поле) (Нумсровать только чистовики)

.f(,,) = rФ!оl _. ,pl")= f(r.jl* J(r!,r;l, . .р/)= ., =f(i\, fФ!i-.,ЯФ/t

f(ф = .f(р,)* f,(p*/,.-o)



3a5aza 5, лрозоttтс€лtцё
,f({).o ) llчюпьхgа Qt),wюн,о il^rllслrь

{)

э)

1)

,)

о1l 2<XS 25 ц 2< 9< 2ý

Jrx1= 1 (? *rу") ,

f8)= J (Э шцru) ,

f(r)= } (J ,+r5na),

ilr) -- Ч (Z rrT5"u),

uДееJ,{

колчzе"тýо

10.1ч lдт\k ) т.е

J(Ф>{+ *r5*). Ппд

f(r rr(t штуru). //np

J(y)r 5 (Э *т5rф. Пор

. Slh

(t;ф

(r;Л

(,;з\

тлкuх

4ч0)

х-о 8

'ry^;
штуr;

цтJкц)

Ч*;

slих:

l0 u.,TyB,

?,} =Ч9

ЭЧ=,t2

,/,} 
= Ъ

t l=)f(Л,Ч (l ,rзкd,п^р (х; у)

'Uър rир (х;g) 4Ч0+ Ч9+lJ* b+J= Ю€ цтJп

0т4ет: 2Dб

)аgача ! )do1ьTllu X-Jl, 5=2,1З

siи (Jr+ JчrЗ) = Bin (r+9) = siп х obJ + siиу eosx = -

sib(Jl+auB)+ sй !f= liп(х-Zу)+siиr = siиХ слs25+siи2услsХ+

= siпх(fuьrЗ.- ! * j.) + Jsir,rg Loly слsх = 2аr\

L

9 siиуслsgsiиу + ЩХ=

ьiпх срsз + i
,t

a='5 CoS ! :- . 
=5siи (х+5)

,t

v.5

)"с"э2 ( (х*5) = -,nд сэs Х) = !еэ. У

9

5 с=)

П черновик М.r".rо"r* СтраничаNчrf,
(Поставьте галочку в нужяом полс) (Нумеровать только чистовики)

J(t) = f(x)+ у1{1 = f(x) -.f(ф <о ё> f(x). .f(y);



ФЕдЕрл-'lьноЕ госул{рствЕнноЕ лвтономноЕ
ОБРЛ]ОВДТЕJЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ ВЫСШЕГО

ОБРЛЗОВЛНЛlЯIпсDтп
шиФр

(заIIолняется секретарём)

(МОСКОВСКИЙ ФИЗЦКО_ТЕХНИЧЕСКИ Й ИНСТИТУТ
(нл ционд.,lьн ы Й ис(,. lt доад] Lльски й

унивЕрситЕт)>

R-t 0

bu9ача Ц|

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

Пусть R- роза9с {6tьщеi оkrзмttuсru е щенrролl 01,

а, L-ра9ц5с Jьлоi окР5Ju,tdосаu е целтроа Оl,;

Про8езёu pqgdgc 0aD) ЪС каслте^ьиА3l сАе!,

А ОэD !ЬС1 Ьезшu,l, 1Оzкu Д t С,,

5ьл ДСЬ ошраетй ltл 9u/йетр u|B u
| ф .LC,= 3ОО'

Расс,),отрuu т?е зl.олlьwкul бФOа u llt;

U

в

F

/_Ь "ýrrуб, /Ф=/_С= 3ОО =7 Alt\C- bBOOI-
во2= lb- 0o,1 = фffi = lR -t
llл rодqоfи, LДеед ВОа. -.J .) 

м-

(=> 69А- Ь2 ъ " эчR.=> т -- 
3* iz

Ф
tsе

,ls
=т

4+

(2)

,=, !ff=
,l+

2
,t+ . .l5
т- т

bL

Ё(i
По ТЬуеЛе

fto5en8u t
45 ,^ ýS
т 1t-- т

(z)- коар?qчцеftr wgо{us, d"3 
пъ = {, =, Ас.-+z-- }о,

'йроюр^ ЬО)" = BD'+ Фоt
(JK,-z.1u= bDL + L2

{R'- 1Rz * /= tъх *,/
(,t\,uaeea.l ЧК"-fR' = BD2

tK'= S5Ф'е} R= 2ЬФ =, ,|1 =7,r=

П черновик М чистовик Страница "ф Э(Поставьте гмочк7 в tIужIrом поле) (Нумеровать только чистовики)

(ё2

Е

По Tupe,lle Пuувлл7а (дДСО) : СЬ| + ,jg2= ДЬzt=> Дl -fiffi=
=/зБ?ý. ry 1 Х"7зп lE ч ЬС пrр"ru*аютсt !-*" Р=>

,) Ао,рр=sь-Фс(ч ФЕ=ж= f f #=Ч'



L7 oýryцl, LЕэlФ
Ф O2D J_BC кок рчч5с, Uel

'l17 wgоýuа Ж= # ,-

Расе"lЮтрuu тр,уzилЬ|uцц ДDО" u lЕQ1
kл,( cooT€eT.r€erllиe ухли (пэ gаоtuю Еt! ЬС,

Дг lt вс\. q,r{)
|sB" U

Ьа цLа ч D 0 л>,r.еlаlе

ЧuTaluJl

а
Ul
,l9

15$.* + -4е

(0, цJlеед AOn =R

ч зокаъфъ |,ао ,|= о,,

Т АДDОz,- д,,tЕо1,,

о, .=ff hOo 
1

(Э5еu tле"- О1

), l ь 2ttl,ttlTll39tct{o ýBno

А
)

ре)ультqт
пlсNъ 1/

ЕFtуtозчт тrРеЪ Ъ

PaccJ.loTpu,tl Ь "lЕF;
тO\k kak оаlрл еT сJ пл

По Teo7e,lle lшроl't>а ДF'- F', дЕ' = ,ч-эч - вч,11 ,|N

ентр и ,.r{ л.t етая juодетрол

siп LцFE = # = Ж =#_ ,Д"' Q.,l =Ю",

jualteTp) ) lДFЕ= azcsiиifr ;

N,

8Л-гr, = !.вП.еvп = 8. 17= 4ьвАF= !
ф

ЕАЕF
-7-пd

}T€eTi R=4? , z=# , htFE=arrr,nffi,

Sлвг,,1}6"

П черновик М чистовик Страница Nэf
(Поставьте галочку в вужном поле) (Нумеровать только чистовики)



ФЕДЕРЛ-ЦЬПОЕ ГОСУЛ4.РСТВЕННОЕ ЛВТОНОМНОЕ
оБрл]овдтli,lьноЕ учрЕждЕниЕ высшЕго

ОБРЛЗОВЛНИЯIПlDтIil
шtlФр

(заполняsтся секретарём)

"uо(к()в(,хий Физикс!тЕхничЕский инстит},т
(н {цион,Llьный и(,(,. l},.l0вл гL. lьский

УllИВЕРСИТЕТ),,

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

эцаzа J ;- ,tl9: x9-1t5-x+(
ё>

х- аJз
.lt

(=)
х- 4J,tr = 005- l)

q

ц 0-Ф- а-с)

oDb. ц-фQх-t)>о

x2*36J" -{tx - 3d 5= 15 х ,llx+ 3Е + 3t зt -)6з+ !=|ý+$+з<=>

х-

(х- 6)2+ з(ц- l,)' = зо

с)(r:- l) < .ts

(:y-r) s,.,E

х-4rз <,Л3

= 4х- 0 Ч зЩ- !)" ,. r.0-6)- ъ(zз-1) = 6(/-6)(Я9 --DJo

(у-6)

3Д8Цzа 'l lцx + !уL-lоr|ЬьЧ r. у2 * 5hъQо,-r)

(l-

(ох- х") t |лох-х,/hоЧ ,, Sbr,0o'-K")
(ror- х') + (лOх-х)ФJ ,, ýЬэ,аъх)

, OD3l 1оl-r2>О
х(х-Jэ)<0

х е(q,to)

П черновик dr".rо""п СтраницаNs5
(Посrавьте галочку в tт}тФом поле) (Нумеровать только чистовики)



Ьабача С

0ýоуааш f0)=-Ъ&х2+ býl -Ъ

Цсс&зgелl этч тзlлкчuч l^

.f(Х) - пароI,ола б {eT{allu

W "Г(.{) = - эt+ эС - з= 4_

!*э : Ьорgut{аК €е.уutlи 
'.= 

# = а
, f(+) = -}l. fr пв.\- з= -!* з-5 ={

э

lt х-Ц
11 за)= Чх-S l

hроае эчтКе хеL*;,lз

Дuilеutац

ЛOсrолбrз аХ+ g - Mteilaa rзrcКчu.а ,то ý(r) ц,r".ло ,лаеlцtъ

уунКЦu6[, фоэеоjаt4Li |еРеЬ ъzКu (4;l) " ({;ч);

=,Рrо,.О =)

фФlкццl ' ,l. _Чх +5;
лchi-s) -,tвk!Д.ч вч; - tsо-€чх+ е\

так а \.е

9'(х) =

=> з(' зSu (оет }r0 лрilечтЁе t!t,; lJ ч Jt,teTB (мпgкло'

€*ъ , то Jлтr.пл ь але пlъ И 
^цн. ?зllкццю ) hrоtозJц!ю

(ч x-ýJ'

LerL) Фzru

'(l)=0, 
J(

tot КА Ц tr,\ftlеЧuý =,-Чr +Ч

(l; qи) u

_ ,lt.i - tc
G,,э

:}

0е

ltl)
Lr) -sч

9

-{,х+Ч <0х+ t з -Цх+ S

П черновик Ш чисто"r*
(Поставьте галочку в Byrкlloм поле)

Страница Nэf
(Нумеровать только чистовики)

--Г,*$L -



)
rl J

ф= Р, h
f(^)= l.,ф)t ,l, f(r)*. .t J,tr(pJ

f(i) = f(rt f(t)

f(о)=f(u.Ё) = .f(^r")-ф

f(л)= f(^.fl =f(*{)* f({) = f(a)+ гк)-s({) . fQ)=- fB)

f(j)= f(x)- f(I) <о

f(x). f(9) р ?<х s?S

2 $5 s2J

_ъч
}ч

:JoOt ?С+ Ло=

= /{56

ьо
}ч

l

f0)= рr(а)=о

J(0) = Jr2} J0) "о
sФ;'л)= о
.r(4ф= f&)- fc4- .,

!Uу)= $t"фrf(з) ю

S(л) = t(l\+ уу11 - о

f(ls)= дз)t y(d;=4

J&0 = ч.f(Ф= о

f 0в)= $(z)* z.f(B)=0

5(д)=zf(t)* .ffr)={

ý(й=.f(9* ýt7= 4

ý(JS = .f0)* ý(ll\-- l
.r(и) =з5(а) +{f(з) 

= о

f(ф = pf(s)= Д

!,31 
S,},,l4,1з,44,fi, zзlа (Эоrч)

z

Jr.1) =о

s(I) -о f\

Ka-f(tr\*-ff
Fф. - f(И 

_оiа_
щ

'91 66
)ч.-..-.--

_,l) С
101
тя 1

о

4

э

S

J
1
3

1
f)

1

7 - (ъtz*х*,') 
=

5.(7*\, 4+2,7\-- J-lч -- LJc

ч9

3. (l-z*л\ ,l2

4,(l*r)=9

l.,1 = ,,

66)*о

r(.r)=л

5F)= 4

5(лц\--z

,f(лзl=з

f(4?)--ч

tOз\= ч

.f(zэ)=s

t(э\-ю

черновик Е чистовик
(Поставьтс галочку в Еужном поле)

Страниuа Лb_м
(HplepoBaTb только чистовики)



ФЕдЕрл:lьноЕ госудАрствЕtlноf, лвтономноЕ
ОБРА}ОВЛТЕ-ПЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ ВЫСШЕГО

оБРА:}оВАнltяIП.Dтп шиФр
(заполЕяется секретарём)

> (московскиЙ Физико,тЁхничf, ский институт
(н 4ционлль]тый исслЕдоалтЕльский

УНИВЕРСИТЕТ>

ПИСЬN4ЕННАЯ РАБОТА

zJ-]Ц=r

siи(я+25)+ siих --|

э;иi?-у1

siи (xtу)=- crS

eos(.5) = t
.|

G

t

srh(х+з)= -

о
D(

а

4-

+

+

L1-+1

z

g- -2
Js =-,гs

- c,os\
sir,(x+5)eлs 

! 
* sin 5 eos(x+5) + ýи х = -?

siьХ. с2sзt эiиg.сzsх = - Ё
Siи (l+Z5)= зiьу uD9)r1 siи2l,св{ = J(Б)= f(s)-rG) = J

siлХ coJ5- siи/slý, 2 stn lusJcosX
L

рL=п

"5-

{)
J,

G,.^, (Б slp Х, Sin ! + &siv,.
часlч

н .og z. иХ + 5lих=

= Jiи х,*r"! а siиl (а-в;п\) + Ziи5слsд c.osX =

f(x/$,o Jsiи X,cos\ Jsin х 
е", 

з 
cosx =

fb)= f("

S(/a)=f(x)*f(
9Bosg ( а 5ib!s[и Хсэsз

, sib (х+5

*rl"с
Ы$&/\d,r%ь

f(ц)= f(a ,j)="f(a), f (4

SLa)" fСф+56а)а
эl(л)-0

S(ф= s(l,)+ J[з)= р

cps у

2
)

е,, c.Os 
1

)=

!_
5

J 's.
Р"

а

у
f(Ф=Jфll* IF". .r,9о

= ,fф,*)-.. * f69 .=

)=JOЕс.оýф+ zй

8 1)= 5iц 1 cus + Siи СлуУ.ih

!
Б

ооSz

м
(Нумеровать только чистовики )

черновик П чистовик
(Поставьте гаqочку в Е},жном поле)
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ср =ц
2

lз
2

ДС = са*4ь= Эj -,{с
Е

в
с
д

@п 
-z)"-, t

F

QR- zJ."cn*

ё

ь 39z - )0R

п/>о

I \

с |l 1 l
t J

ф
,| R

ь

AD' с)

ЧRl _чRz + * лс+

to'=
К:

1h'- fR' - y'JDZ

f'bz
|[}Ь : t||

,#--ff

аJlз -lt
у -l+(

с (и-л)

(wа

6- сl)", а(

аr-1,! о[rЖ(*(
ф=о

= \s+3(+9 >зсl

q

п- ({ щ

5о

z:

4t* 9('=

ф,

х'*збSо - 11 r 36J =яý

х'-r.6..х + ьс + (ехУ- J,(5.} + з
(r- 0' * (Ц- з)0 = Jo

(х-d :ц
(ч-t) = {

Jй = з,Гlо

ц(,

(r- ()' u (о-з)'=ю

-(х-Д) (Ъ-л)(д-r)х-l9)
(l-c'!'* 5( =Юfo- с)"

0-с), х-6- /lo

м черновик П чистовик
(Поставьге га,,rочку в нужном llоле) (Hyriepoвaтb TojlbKo чи0l()викл )
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ФЕдЕрл,льноЕ госуд{рс,I,вЕнноЕ лвтономноЕ
оБрл]овАтЕ,,lьноЕ учрЕждЕниЕ высшЕго

ОБРАЗОВЛНИЯIWзDтп l]ltIФр<МОСКОВСКИЙ ФИЗИК(}ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТЦТУТ
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