
МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ

олимпиАдА l,ФизтЕхll по мАтЕмАтикЕ

11 класс
BAPI.IAHT 3

Заполяяется отвзтствеявым секретарём

[3 балла] Углы а и В удовлетвtlряют равенствам

sin (2о * ZB) -*; sin (2а + аД) + sinZa = _9vl7 |7

найдите все возможцые значения tg0, если известно, что он определён и что этих значениfi не
меньше трёх.

[4 балла] Решите систему уравнений

l

2

3у -2t - 3zy - z-3y-l2,
3r2+3y2-6x-4u-4

3. [5 баллов| Решите неравенство

зlоg!(х'+6.) iбz}|х2 * бz|l"воs _ 
"z.

4. [5 баллов] ОкружностИ Q и ч,l касаютсЯ в точке.4 внутренниМ образом. Отрезок ,4В диаметр
большей окружности Q, а хорда ВС окружности Гl касается (, в точке D. Луч ДD повторно
пересека€т Q в точке В. Прямая, проходящая через точку Е перпендикулярно ВС, nouropno
пересекает Q в точке Л. Найдите радиусч окру>r<ностей, уrол ДFЕ и площадь треугольfiика
ДЕ F, еслп известно) что СD _ Е, B D : + .

5. [5 баллов] Функция / определена на множесl ве положительных рациона]lьных чисе;r. Известно,
что лля любых чисел с и Ь из этого множества выполнено равеЕство f (аЬ) : J@) + /(Ь), и при
ЭТОМ /(Р) : |Pla] М".ЛtОбОГО простоI'о чисJlа р ([z] обозпачает lrаибольшее цr,u" "r.rrо, 

uo
превосходящее т). Найдите количество пар натчра!,tьных чисел (z; у) таких, что з ( с ( 27,3{у(27пf(хlф<0.

6. [5 баллов| Наfiдите все пары чисел (о; Ь) такие, что неравенство

4r-З
2, _2> а"с + Ь> 8r'-34т+30

выполнено для всех r на промежутке (1;3].

[6 баллов] !ана IIирамила PQЛS, вершиIIа Р которой лежиr,па сlлttой сфсре с серслиttами вссх
её рёбер, кроме ребра PQ. Известно, что QR = 2, QS - 1,, PS : Л. Найдите ллинr,ребра ЛS,
Какой паимспьший радиус можст имс,l.ь сфсра, описаtlпая около 21uIной ltирамилы?

@ I{ФтII,2022

шIIФр



ФЕдЕрл,l ьноЕ госудлрстаЕнноЕ лвтономноЕ
оБрл]овлтЕльноЕ учрЕжлt]ниЕ высш Его

ОБРЛЗОВЛНИЯrwDтп
шIIФр

(заполняется секретарём)

"м(rcковский Фи]liко-l,1:хничЕски й }tHc],ltTyT
(HAllиoH \. tьный ис(,.lЕl()в \T!:,I ьски й

униаЕрситЕ'|'D

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

-2 -Я
и ?{+|f)+blL/) , z ь1 2"L+Zf)-L^g zf =6 *lр"lfl
=2 а>эzF Z |а,/ r--- --Э ч

l ьл ( z,l + z р) = aJt- (б)' = Т,
0-аэ5(zаt zp)- а>з zf . -z 9йа, *,*-,1* zp) =l

Js J- =оои
';o"i_. б 1dАл, b.tY -о

(-)
la А -о

fil
,rt?

?
>-Zl ё)

-)

el

z)

с)
tbl -о

Ьi*ltil -о

/9 о

фJ ?
?л 1zl,zf) г .-::-,)

o4(L{rlf)+ оа 'Р-'",Л("l+lP).6,7$7- -o 6--l

ry,* ф*
U

и
rH or7.7lz. -l сЧ /*r zf ) -о Ф 

;:* @ =}-,,n,>-2Y.-.,

- ' q, ry ,rr-< Ь so.aлzа-i'z" _/-<t/// 3, so-r-,,
! q tl-z t:"7"<"", ",,оъ7н 

,й.qlz,

соз * -о

(,,|0*= 
"Г|? S.; Z}

J|r^k"r, ?)

П черновик й чистовик
1Посrавьге галочку в нужном поле)

И*-о

ьз(* + 2р) -о

Страница М z
(Нумеровать только чистовик!r)



J
0,8з у2ч [ у >о 1=l Х € (-*) -с)l(О;-'*)

,hlчf * | r. 
f 
Ц,,

Й"sz,-tl"* Y = 'rО , О rR, w4l,о?1{,/_й,о з* "-, 1, у>о,Тэ,r".
за * qq > 

" 
. Ёj+. (з'|r r'1?.rп 

'з! , ,"t , ('?* K)t 
", 

>"-,

tyr-Zи,zza-, % "jbr+, f ,r.e-z.c.t- 24.а /#alz44.rrff*?, L

;цl.,rtlrуt И 
'ЬdЧ../ 

u.,1la^э {--r"*-u /-rz"rn". r ""Р ) {а2"rr.а"lэл,"-t 2rl"
t <t ц иа l6,4avayzna-,7-. f ,'rrael-e;1)"Ir(o,'ctJ:)
=) х'4lyё(0,
fu}zи , ХlС

L

3у? + 3 у'- € v - v у - ч

3|-zv=

; -6)u 1о; -э*,/Q)., ?7 ) k еС -3-.ГР

у

r/>о j f -а? ?ot-> (г-а)(г*с,l ?O4l+1 -,5.-l

)LY=L2
ч

2

3уr-/У-зltz
(.?

y-z
rir

l7' Т.
ri,il.

) 3 Эу-2t,

ztГ= Ё)'/ х-71'+ )

q Q' t|1- fal - о
l T"z7 а- Z е-

-z

eL 7tо

L - Х-|

gaz+B1 - iz = О
", 

* l:)'- li)'
1) у

-)

*-L' l т-a'\'
:) {b?+ra! -{Z"o =) a,z|a!. r -l €. i =) |а"(-;-/ - 2{+sa2-o

gil roaq - 
'rо| 

,+/ Т,о =) ? а'- 1Q' * , -- о,) z

zа

V
&q

4
)(-

2
L
-}
L

}u

х

а €.е 7,пл:цzцэ _A-rl"b-, =)

шfu. |x-i, Y. +,
Ozl"r-, / .r0 l / О, 

') l (

; z)X,o у -z,
J

х

{t.,,

ч)
}.
()

l

П черновик El чистовик
(Поставьте га"rочку в кухяом поле)

Страниuа Nл z
(Нумеровать только ttистовйки)

1



ч, с со= {,

2rr.zл.4 ' ,lФ ,,.ta,u,.lzz ф"лr At dаасц,t -

I

iq
w / ВАС,r{- 9!zа4l{/4 ц[€Б=) €t>О 278,
С,, 2 l а, ДС1 ВС, /-,t.,!B " 7l4"//L/r.,

' lC t/ (г =t tl 7 {{ - lz,"raz"иo.1 7,оzа.l"аl,t,,а.,!сr{Г
,l Рпz 7-67""&.*.,z л,-lч,а2чl,,

t

в

l двдс
/8

ОО - &.tz*lz,7аlzza
6, 

'е1рсZ }r( =

l,
Т)l)д(-,гав.

iЦу)
/С9 0cz. zr( 81+ дс2) -) !с 0? U fl; -)Вс z =э. U4d

Z

,
-)

Rz
r=

)
д

-) -це!с'

(1)

с

/ + /зJ?

/з LЭ
;i

- чоq,оц,ь, Лп
ro'" 

" lg4ql, вR
ё? - ,цл,dzr+rurzzlr<;t п crl => 0,2 LBc ) о,9 1 4с ,)

э

#, z.#" =#.ff.
( ltt, 1(€ ( = 9о" * 1 Дrt = 9o"-'l/ ааt,

ь( ар Ed- 50" ;( ц!.). ал( / аёс
/+ d9s 2 БаС , л 2,

6
z L

6a \z
а)-(

z

=1 1/) FЕ -
<- t-

Jаtг'

L

I

Z

э9-J-?
7

рг
зJ

I

т

а^Ь, Q,t, э Е

2s т J +z
/3 .г?

.lrar"

6,r{?t ё
ь / lr{ 'соzz-эаь tЗ,F l lд*'

с,a!F{: a/L{4a,
Z

t5 JБ /31г? 2Е

П черновик й чистовик
(Поставьте гмочrу в цркпом поле)

Страница Ns з
(Нумеровать только чисiБики1

\

э

.'
L

?

,i" ft. fo',n- iu,-," #/lu,r,=ffi:ffi
|э

/J



Фl:,'lljрл-lьноЕ г()(,!,.1дрствЕнtiоl] лв]l)lк))tноЕ
оБР ]оВАl't].lbH()t] }'чРЕr,ti-lf ниЕ аы('lilЕГо

()ьр.,\r(}вляияIПlDтп шllФр
(,]аполняется секретарём)

"московский Фи tик()-тЕхничЕский инсI,итут
(нлционлJьпый п(,(,.lЕдовл,t,tj.:tь(,кий

Уl|ИВЕРСИТЕТ),,

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

-aJ
}y

{rq. +'( j I

Il =,rr Т), tr у ) -_l{/ у) = 1'r)") /(у)

) , о ,--l ttb). {(l)

.ПГrrZ".* П €
" "ti вУ

f taf ГТф
{r.,1.61 .- {[о,!/+ l r-cl - /[ц/t,/t'6)-t/l'с) , а,,о-/цffа а.lzс4

+(h). 1/ /(///, .,,-t,!t.lrlr/ . u, [+) * l d,/c"T+:.

,|

"V4iU ч.- аr8,с е 0 - о,6rс ,о

/Lъ, ".r""ft*,r4 /1,t&/(/?!.r1(, lr l/.o, ДJ/"о/Frг)" //d|7/. 
'lttt1, 2,11tз). э,l| tэ), ?l t(tэ)" 2 r/(zэ), гt,.s r,r,lf].

Т*r lфr{о,l22,r,?.,{}. У4,<4l.,.,и) ry q /ty),/t f)

И"{.-rЦ"r"* 1r, У ) r,n,l,ltn"/ ?аа 
"

n
2)

])

ц)

n
6/

{л
J
?
f
6

7
J
э
|о

I
/t
l,
iI
l{
Ir
l7
l!
t1
10

?l
2)
2ч

aь

71

/h)
с
о
l
о

а
0

l
i,

о

j
I

0

I
0

lt

i

I

с
{
о
Z

3

о

lryу=o ) Jlyf >о,

/ih)- /) tr|, /

lrx)=Z r/ry)zz,
l(r)-Jl /rуl,з.
l/y.7rtry/l|/
{{ )с)) ?)l ty) ,.l,и

aze,., lrllr{lux : /О. i5-. /ýО ,а'

/s."е,ю l'tzZU,a, ?, 8 -- {6 .4r

п"--- 7<4akf . з {. lг /?

Ба"оиааzц"L 3,6 h,ar.

О'::<,аl ,п-lz4|l/zz, 1 '/ - Z /е7/,1(

tsе-о<ю t <za.Lz о ,or.

"&r,r- . /f 0l {6 r /f l {+ 2, lГ(1+)9 -_ Z7э.

Ь^{е2,. Zl9,

П черновик й чистовик
(Поставьте галочr(] в tTyTtHoM поле)

Страниuа Nэ ?
(Нумеровать только чистовикrt)



Фl:дl]рл-lьн()Е lIх]},ддрств1:нноЕ лв,l ()HoMHol
()БрА]ов^тЕ.rl ьноЕ учрl]ждЕниЕ вы(,lll Его

оБрл]ов^нияIПlDтп шllФр
(заполняется секретарём)

"ttO(,tioBcliи ii Фп]ико-тЕ\llичf скл}t лl|(,тит},т
(н 4ци( tll \.lьныЙ и( (,,l},.1oB \ l t.lb( кl|Й

}'I,tиВЕРсиI't]Т),

)

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

П черновик И чистовик
(Поставьте гапочrа в rrркIlом поле)

L, Ll fr, Мr ?7@с 7ф.r,.а* lzLr
PkZL l lpzk 7/;rхР/=)
эt 5РР- Эо'-1rZL, lкzlrк(tz ,r rS

// Пl, ,Хtч // l l/) /? C(K/r/)S rtПr-rqr44/-J14,,?.а,аzq.)

к/// SP) ftц //F(} ) /4/ // 

'р 
) Lp // Fбl.

KL

р

аl{

//

_rZr

Страница J\Ъ f
(Нумервать To-.lbKo чп.,]Бrтки )

)



П черновик В чистовик
(IlocтaBbтe га-почку в нужном поле)

Страниuа Nэ_
( l lyMcpoBaтb только чпстовики)



lDЕ,дЕрллпьноЕ госул4рствЕнноЕ лвтономноа
ОБРЛ]ОВЛТLIIЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ ВЫСШЕГО

ОБРЛ]ОВЛНИЯIПlDтп
шttФр

(заполняется секретарём)

"московский Фи]пк(}тЕхнl{чЕск}1й ин(,! и,I } т
{н rttион,r, lьный исс.It:_tоа i] L.lьсtiий

}'ннВЕРсиТЕТ),

Ь ('zo+ rr ) 7 У- z} , + - ?;^ 2J

_ г..,.-l z4flf) rл( rf ) t uэ( z /l z р2. И/zs).jj

zb/zllzf),a(tf)=#

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

сц (21"1f ), ! ч
,,га

фlrпа$?,р__,rр+il,zL

ф- ( Zl* tp) -А-

б

)

-р

,/) ,ь
-J.\/r\ @ [оз'F + bZf

-l,Я ', ? фzГ - апзzf = t рJз a,rF- 1М'.р ^'r)

( z {+ z F)- ц
l/а

'.-,,

\z

)

ааf
t

b(L1-178/,q-;
чФ'f. б

! r.аf,r а,s ( z l+ z р

9-э е- 'о
е)

t.,(/+ zB)= оJ/

Ф /,о
1оbJ--a' ,# льzl .о

а$& ,Я - bn.b?f

cnlr_ ,-=.
\J/7'

^n( 
z/ l tf) -c$lr - a-z ,--,&.6Й/lrzpf =о

h, ,"
U ,,:

- J l7

0n,-T '.;
?f :ц

ý
ц
1|1. - 11

z) o*lz,l-* zf|rt
L,ts( )- ,*r}. L|в/d-tz\) .ad,.o
Ltэs J rо lw7ф*, ,"Z р\,/п l(,l+ 71).о

ч

с,п ["L+ 7р , о
и)
I

! 17

-]
-+,
лJ ltr

-8
l}
lU

о!7

fur*
fo7

LaZ lB=, w)r

Lr-

Р,

Е черновик П чистовик
(Поставьте галочку в нужном поле)

Страница Ns_
(Нlмервать только чистовикIt )

a



3
Lл

Y ,6р -r

,/"x,ltrulYl4"'
I

,>0

зИчl - Чп'

z
-у

ý!г
с:|. ' " ,г?

-/'С+Ъч.л ахЧ-Гl-Л-йh L

hХ,1 tbz*br )
1ьх.zfv?+Ьюf ц

Б
J Jlr

I cL

>. Z,3 ) ý,

&& "чЧ ..l?l",'L

{.,r )о 7,? :оI \I / >о <о

с.
l- z t (ц,l )3 +/ >l?" /=

4!З'* q| ) fuФ ;
?

},
a+| - ё'+3] , 'r ),.r,

L

а- |L 4
{

a

-?

2

-&s -lf
а.

1

Lа-a
?/ з

,2-

т >l ц-

QL
-l (|

9-gc И Ч=t3

у= J5+3 -|? )fг

>0

= l ,)' , ,(') е) 1
/"l'",

q Jn
t

t-| t- t t
, >ч

i

.\

(з' + ч"1 у'+6ч-? -- о

z,3,13='l|

t tf,

'' )

J

+
_0

о

t7 у*L
з lt1 VJ

-t a

tl|-|
r,",-,,? ft,ц.*-* V<Z yZ"b*. Ч.J '| ?.) /ю

lйВ4_ rl n €1o,L] rl ц(Г l , lб

зсr9 , ott1_ ,_{t},o x2fбp,\| rtblr[t,,lJ
J*

] l>l
1+Е Yт

?,-
i u" ,r.,!

(=l

5Y - 1 у,- 3ny-? k,- 3! "L
9

т,-,\Z4 эV?-6Ь-ц7

I lэх -] { з

_7 t7trll f -.))
,3l'ччу*у

= 9 - 3 r'* E lr * tz --9y'+ tl ye1

7 ,|- l

ý
3(r-t,l( зу-l

5li-,)., э7r-r'/-
Irr- r)' 3f'-lzf +

lэу-z)'- J7',,'{-l/ у

+
l
J

о

? э
у ))

зY -Z у,

у-?х
4-1 3

?

lr[

2

з)
9r'
^Б/},z3/'

Z( Jy-L>,)z + ['rl'. Iv-/+/ -? )
?\z +lr)/z- to u7 a?lbrly. О

Z-9oz

-3Dyr tqb+?|/,o

Z

Y-l, У-=з (,)

3(y-/)'t W-
Z

з

ly
Ll ч'+ ý/ у

?

й черновик П чистовик
(Поставьте галочку в нужвом поле)

Страница Ns_
(Нумеровать только чйстовики)

ББу*,,,7



ФЕ,lЕрл.lьRоЕ f ос},длрствЕtiноЕ латоно}lноЕ
оБрл]оалтЕ-lьноЕ учрl])lQlЕниЕ высшl]го

ОБРЛЗОВАНИЯIПlDтп шиФр
( заполняется секретарём)

(мо(,к()в(,кий Фпзико--l,ЕхничЕскиЙ инс,[и ryT
(нлци()нл_,lьный ис(,.[ЕдовдтЕльский

УЦИВЕРСt|ТЕТ),

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

dlM1. l1"1+ tr€) ll 1- q]gtr,z9--8q, ё_- |zo-f.|lёr llбэ-|5'
'.{{цrлhь э?

эD

з

|l al.). 7i a.€)+{(cl . l(а+ёlс)

{(Pr' ,, Р:"), s,, t(p,)*..,lotrf(pl,)- At
[р,] tL]
L,,Jr,..+Lqlц

J(t)=o
{tr

liY F)- { |у) -ii Т)- {ry), i| Т ), lrbl -l'lil <оа 0b),{rf).

?f

Izaf;-{

0t0 t

)j- 17 / 15, zэlo - Р; ц Ё'turt|l 11

з z)

5
(6t

Г r;,1
LTJ

llc
t) l

t|q -- 2'. 5:,2Ч

9

'l/1,15z г

оо ll{B

1 бсJn6, Z ,zP. Вс"R

ъ

t l -?**r_lЭ !
rlч=2.ОЧ
'l<6,: ?,9З9, F
.1.ц.?"3,2эZ.
=lc./|c=32-f,.
, bq.2 э

/з

,aо о

tiт"
| с5

Ср- 1
iР * d.,4.
69 ,5

Р( - г

D,о= z
L

0 -цд
Дс ёс =э, !Ь" 8/+Тla r ь'

lз л(- ,А/з
L

|6r+2r. lЭ? hэ1 L 9

ZR

8l , '-э1
2'- з'8

I€э д(' = zr (f7 - +о')

|rlц tJi?, l?tb = ! q.25
.l -L ё---1I 

, 
l_\

l tq' l зzl q "t?l(=/2,). Jз . "В zФбl= 
Pt*ar?f 

, tЗ

,5

l5 lg
{,

rz J?
lА. Т

' 
.Jз

I

,! tСDе /СрЬ" 7/ бИ
9 ь[ 9а"-zzOц) . М( lZBu).-ц

1+ аяlDА(
Z0-

й черновик П чистовик
(Поставьте галочr.1 в Е}aкяом поле)

Странича Nl
(Нумеровать только чистовики )



ц9ZР-=iЦ-
z+ 2}. 8/ ,э

р

ý,

|L

} 3,/у - ?z9 =

L
L SРF,э{ z S

9

к

/

iэ

Y-|

lэ

е

z J

_,

R

р1 tl Иlz ,, flИ // Lu

мс ( К ut ) ' z,- ?! , ,> PaJ SP.

Lм_t,Гф,/L|к/
,),

1

2

Цr-з_ La)oz - Z В у 1zb)o +zB
с>."

y-/zo ?rс/r, l].

8УZ-3чрtэо-qю-В<о
у=-ы{\

- Lc.b|, 1 ? +? a,tB) х -Z0-3 эо

8 " (о +Q+z )'*о "Z - eq, ( а -O'-,"u -va z о
U 

, /]-з бо
Ll ч-з ?-

6&
ll,t г4ъ

ra+ |
t

|?-}

qlу-з)(r 5о)

,с"'rаа - (о'1d,!)z- ?q'le'
f 2-,-1 lL "f

l) -- о' ",f-q'--=-ь r {

ltrXrJ |t /б. ?' o-z/fo
-nT
t}__r--<-
LB1-? l, с

q9

ч y.Z - l} ) + l{ -| -tlf .
7t

-J

Y-- 8 ч

-?\-Z+зr_2q,

а}- ?а"+0'-?о,!
уо'+ а'- то! = о

!, ? :)- э-z
---=-

]
?

t {tZ
|1/

z
т

-?Ylr -

(H},inepoBaтb To,тbкo чистовики)

в

[й черновик П чистовик
(Посrавьте г&,lочку в нуr(ном поле)

Страница Ns_

пГ/.rы
t tэ,'l? ll.=-.---.--\

д,


