
МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ

олимпиАдА,,ФизтЕх,, по мАтЕмАтикЕ

11 клас:t:
вАриАнт 3 IllIIФр

Заполяяется ответственным секретарёit

1, [3 балла] Углы а и 7J удtlв"rIетвtlряют равенствам

sin(2ot zO): -fr; sin(2a*aД)+"inZo: -fi.

2

Найлиr,с всо lJозможныс ,}Itачсllия i8o, ccJlи иlBcc,I,Ilo. ч,t,о он оttрело:tёlt и ч,lt, э,l,их lllачсllий llc
MeHbUIe трёх

[+ балла] Решите систему уравнениfi

3!l - 2l : \/Тй -Тi -ТТа,
3z2+3у2_6х-4у:!.

3. [5 баллов] Репlите неравенство

з!оgr(.'+6,) + бх >,_ |х2 { бz|lова5 _ rz.

4, [5 баллов] Окрух<ности Q и а касаются в точке А внутреннпм образом. Отрезок ,4В - лиаметрбольшеЙ окружностИ Q, а хорда ВС окруrкности Q касается 0J в точке D, Луч ДD повторно
пересека€т Q в точке Д. Прямая, проходяцая через точку Д перпенлику,rярно ВС, повторно
пересека€т Q в точке Л. Найдите радиус}] окружностей, у"о, АЛД 

" п,"ощuд" треугольникаДЕF, еслп известно, что CD : Е, BD : +.
5, [5 баллов] Функция / определена на множестве полох(ительных рациональных чисел. Известно,

что дrя любых чисел о и б из этого множества выполнено puu"n"ruo /(сЬ) : /(с) + /(6), и приЭТОМ /(Р) : blal М" ЛЮбОГО простого числа р ([r] обозначает наибольшее целое число, непревосходящее т). Наfiдите количество пар натуральцых чисел (r; у) таких, что 3 ( z ( 27,3(у(27пJ@lу)<0.

6. [5 баллов] Наfiдите все пары чисел (о; Ь) такие, что неравенство

4r-3
й _ 2> at l Ь) 8J2 - 34J + 30

выполпено дrIя всех r яа промежутке (1; 3].

7, [6 баллов] !ана пирамида РQЛ', вершина Р которой леr(ит па одной сфере с середипами всехеё рёбер, кроме рбра Ро. Известно, что QЛ = z, qi = l, PS = Л.Найдите ллину ребра Д,S.Какой наименьший радхус может иметь сфера, описанrrая около данной пирамиды?
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ФЕ,IЕр^_:lьноЕ гос},д{рствЕнноf, лвтономноЕ
оБрд]()влтЕJьIiоЕ учрt],ддЕltиЕ высшЕго

ОБРЛ]ОВЛНИЯIПlDтп шtiФр(московскиЙ Физцко-l,t]хfl ичЕскиЙ инсl,иl,ут
(нлllионлльный и(](,JlЕд()влтЕ_цьский

}'ЕнВЕ Рс иТЕт), ( залолняется секретарём)

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

,1) d

)

I
а0v- J

-^ 
л

J.

'. _ Q,t 8

..Д ,2- 3 {""36,

x-l,_l 4х-,( q 0.€ ,,l

1оlь .2

Iol6< Э
3cu б >о

|а+ё=ч

I k,rB -о ='

а=- ?
оrь.

=) а-r-) г
Ьдг

\
п)а,6,ч Z

лJ
\=2)-_r 2,а.(. i

]л
k= i =) /,5о,$ < J

r--3 =) 3а*В,о ц"&srл, чеч' Сдt3. WИJJ л
U;U) ;(з,'о) => прj^1l4,о Qx*( лцuъ

л!41цп Вмлrt цr2 ka @rРЗil (J,,37,*',^o с",t",r4r*Г С кzi 
ч._з

l\лдr) ЭГS rУЧuаЭ ,,Q,$,u9-P;C,9 kо,е"рt"а,Цнi " ?"Еэ 2t-2 Ц

LаLdlrа' lлю ВT. r ( ё;3), ,' ff"",6z"*,"zll "r,"""Ю
Q.lor..(- Z;b)

П черновик М чистовик
(Поставьте галочку в tI}п(ном поле)

Странича Nэ Ч
(Нумеровать только чистовикй)

r



.оЕдЕр.t:lьноЕ госуьрствЕнноЕ латоно}lноЕ
оБрл]овлтLIIьноf, },чрЕждЕниЕ высш Его

ОБРЛЗОВЛНИЯIЛlDтп шиФр(московский Фпзико_тЕхнrrчЕский инс,rитут
( нлl lиOнА_ lьный ис(,.l ЕдовлтЕ.l ьски й

унлlвЕрсптЕт), (заполrrяется секретарём)

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

Роr* 4 (п)

,F//Jb.

ry п e/l/ ,.зrп<?}
4(ro) = l }(

j(t)= о

1(3)= о

bk)- ь
ý(s) = z_

J(6), о
J(a) , l
J(r) = с
}[о). о

J(tr). 2 }(2о) = r

$rT),0,

19) --о_$[r) -

?- (zr) =$(tz) =

}(zz)= з_.l(rз) =

}(rэ) =J(tч) =

zч)= о

[zT) : О

о L

d

tг)= z

rb): ъ

I

i(rл) = l

J(rь) . а
{tэ). Ч

}(tr) _ р

+(

+(

d

.5(

=, Y(t ),от)

t(

S (8)= Jr*; - l(i) , у
tk)=J(+). J(.ф1 (

g(?)--1(#/= Jlrz)* , _!,
))О-!(3)

I

э

SбD=5ff)= ý(16)+ J (i)-,o--+(i)
46,и)_- +(У)- s (zo),, (;) =)ё t ( т) _ - 

1

1(;)=-iý(п)
|й"лоr"ч ощztпъ ,есл_/) ý (о=о оr" l+<i)l ,t ,

Вео- Йf.^"М; 19 1(ьКрсв +) о 19 ( €ýr-п з) .=>

П черновик Е чистовик
(Поставьте га,,rочку в нужЕом поле)

Страница J,,& {
(HyMepoiaT" тол"ко "uЙп*,



Ёrr* [(у)= 7 .r (4 ( j)! zz

9 {kipr,n t) , ?(,ЁьФ*. у) = Sb

Л1";= 2 >. 5 &y,,l:.,:zrб =to
U

41t;=3 2. З=Ь8у-r"-.€

}(л) =v Z ц,J&"1Jв

$(t)=Л О 4rv,.,""-4

,, 2+ b -l lQtýbf lSO = 22Ч €оrе.".л,"rо

84"F: 2_? Ч.

a1

П черновик М чистовик
(Поставьте га,rочку в нужвом поле)

Странича No_
(HprepoBaTb только,tпсювикя)



ФЕдЕр-.LпьноЕ госул{рствЕнно}: лвт()но}, н()Е
оБрлзовл,гL]ьноЕ },чрЕrкдЕltиЕ высшЕго

ОБРЛ]ОВЛНПЯIПlDтп шllФр(}t()сlioBcKllli ФиlнкGтl]](ничtjский инсти1 },т
(нлци(}нлльный исслЕдовлтЕ-rIь(,кий

},llивЕр(,итЕт), (заполняется секретарём)

р

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

BS-?

Ш черновик П чистовик
(Поставьте гапочку в нужtrом поле)

& R р
L s

а

R

L
?

(

L
a

Страница Лil
(Нумервать только чистовики)



П черновик П чистовик
(Поgгавьте галочку в rrужном поле)

Страница Nэ_
(Нумеровать то,тько чястовяки)
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ФЕдf P,\лIbHoE госуллрствЕнllоЕ двтономноЕ
оБрл-lовлтЕ-льн()E учрЕжлЕниf, вы(,ltlЕго

ОБРЛЗОВЛНИЯrЛсDтп
ш1,1Фр

(заполняется секретарём)

(!1осковский Фи]икGтЕхничf, ский пнститут
(н лl lионд.l ьный исс.IЕдOвлтЕ.l ьски й

УНИВЕРСИТE't)),

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

5 %u(
?*Cv)

+ бх >- {Y -6" l

aau 4г

cof
<l 2

l
х

зФ" 
(r2'Ь..) 

* y?" ьо ,_ f v2* бrl€Н
(, J-

Р+ c"=t р
ч

ц

Ф"t*йп,_ 1(%"
а^
d

Y
у

+>Dц

!у"

1 {)l:
Ф ,(

/_
Чо

,Ф",t - t'Ч t 9
5

l-
г

uu) =о

bl
Oq

"Ц'''?

lbi= lb
.,)

0
ч 5

i Ьt'
2

3

ц
?9_ 627i

bz{

эq
.2

tч ь.J?ч ,-7

р

{<о
(< 

|4ult с^<,ý

2
d Jbx (о

.k(ttb)< о

El черновик П чистовик
(ПоСтавьте гаJlочку в нужном полс)

1 ,о
fu-

rdг Р4.,.<l-ц,.Ь

Страница N
( Нумеровать только чис]ов--ики )

{

)\)

3



Dl () -(а 4

Bv)- 5rO

)

8(t)=о

( Jа t tg) ýV)= грlчJ
4 (;) =о

ý (z)= о
ýlэ; - о

ýi9, r

ft?)=t
t( |1) _2

5(lз)=з

5 1 iз)",{

+ ([9)=ч
) (l-з\={

ýkL

ý

r(l_*\rЕt")

Ь tb*\-- \"t}\y)

Л(

$(ч)= Д(,l)-- о
4tф -- tl
-Jr в) -- о

3(r) * J(j).o

(+)

&t
ýl

J
ч

&[zt) = 0
D

1

1

0

о5

5

l (Iф

& Lri

t)

ч)

ь)

lb)
0

? lr
t

& [rt) --о

Е (zz)= t

ý (zъ) :s

ьtф-о
Ltrt)--L

\ttb), з

-l-L
,- аа

М черновик П чистовик
(Поставьтс гало,lку в H)DrФoM поле)

Страница Nэ_
(Нумеровать только чистовикп)



ФЕдЕрл.:|ьноI |,ос},ьрств]:нноЕ лвтоно}lноЕ
оБрл]овлтЕ.rlьноЕ },чрЕ)lQlЕниЕ высшЕго

оБрлзоалнияIПlDтп шиФр
(заполняется секретарём)

пм(rcкоаский Фи]икGтl:хничЕскиЙ инстит}т
(нлtионл lьныЛ исс.,lЕlов{тL lьсNий

УНЕВЕР('ИТЕТ),

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

l,
q

Иса"смчод л ! fа*r 8 г_2.

Ч у-З
т- { =2ах-1

1<а+ (

F3ч +5о= ч
i) - ьR

fЧ-эЧ 2,зо.-6
7э loz

ГЪ -ilэ+зо-- о

ч, цr-L

l.- 2

з
т2

z
г
z

Y
lэ
{

а

4-ч
Y

a
ь ь

L-
1

(*.
.-ý

Зt. L-
(_

ýд

l

1r'--<,|)+ь

r-l
k:z

t=Э

к

Эq l,г

Il

*
г) /:-

ýa
.-ý)

{-* (
ýZ

t

ýl-

Il
Lл
ýр-

,1Lcl

q > Т-

t

цý

ъ

о-
.а-

б)

\9

2-3
фL

d,
.t

<,

_l

с_) qrtQ. ч Э

---
4q,8, Ь L

:"-^ Заl26Сбц:-(
/) . ЭоJЬ >п
V1 - tл

т

\9
) 6<ь

в>чl Г

черновик П чистовик
(Лоставьте галочку в н}тФом лоле)

Страница М
(Нумеровать только ч rIстов-вики )

Ф

ш

f

{

d

1.--<.--.-2



/l
Q,<, ЧQzS t7lРа*?д),siп Ъ: 2siп ь<-?ю

,?
р

Гt+2, * jT
, ,l-@ щ
ff Д,1.с:q1 , f *lo"Jо --, d

3
'еюз?р-Е

2 созtР r> се ?F t+

!;Р=иtьs"tr-r

2 cos2-
р--

l? + Ч,|Г?

l?.' ЧJ-В
(*"р Jч

?л,аЛа
=17

l?|ч
фс

! in(z"1-7P -- ý in 2J tэs 2 1ь 
+ 5io 27s сю,g z4 :

l

= 2siл4 gsз4 . (Z-r',p-') ' 2rinBcosp (2r*'а-,) ---JtT
Б

2 [ s:па ecsc( .2c.s?p + siпРозF 2 ьз2& - S,оd.саsа-з;прюtр) = )i
\ 

{,?
gL.'g4 еа! в (u ; па cDS Р, 2S i ь F и;rl) - S i о с сец 1 - { ; о Р ogJP __ - эТ

э 1.1 o| со^'Р, 2sir1 7вecrjý - зiОсt - S,OВоqР _ _ .9д, - / / с6}! а -- - -Зlqа

a,
у in Qx , чр) - s i п L& Со\ ur ч siпуо os2*:

J

р-- 
-

El черновик П чистовик
(Поставьте гмочку в ну)lФlом поле)

Странича Ne_
(Нумеровать только чистовпки)



ФЕдЕр,LlьноЕ гос},длрствЕцноЕ лвт()ноllяоЕ
оБрл]овлтЕ.jlьноЕ учрЕ)ýlЕllиЕ высшЕго

()Брл]овлнllяrwDтп шllФр
(заполняется секре,t,арём)

(}l()ск()в(,киЙ Фи,}ик()_тt]хничl]скllй инс t,и-l },т
tH \цион \_IыlыЙ tl( ( . lr,_toB r l r, lь(,киll

} ниRt]Р('иТt]ТЬ,

э -ъ--
5

з

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

р-е 
.

+ J;n 2d --
"Llf,

%,,o*qou-, ' ,у
Sin (2оL+чд)

9iп (zs,*Lp) = З ; о 2&- е}! ?р+ J iп ?р сеs 2d - -
[i
lq

ff^ м щzа-

ILi ,rу
l?

,Е
/? *цЦ

,\tr .\п
ТЦrszd,--*Т "-sin?Bл8сt} (tЕ3 2а- . 3= о

l*;n tz"r,zp),,oi,t rp -,'a' чJF
{,dhp еюз 2р -_ * iT

ч 5-t+ ll, tl ,rъ
Со5 2р -, -Т i} j,

) ,+

tJU , а9! 2р + s,nZp

бь ч,rп
si4za , l+ +

q,Гtэ

s п2а ТТ

Y t s; п< cos о| u irosza -- о

lcara( CosJ + Чsiп4)--о
tlФjor : 9 cosJ -_ - Чsiо,L ->

lt{- М 
|J2ca1

t*
.l |--о

Еi7

'/s)п2J,Фs?d,./=О
(fsinzl tсgз ld] /) =9

Cos t4 : - J l, , :LФsz д - |

lqv

-?Ч2а-- lc-osoL-t

бq( С*drЧriпа)=61
о(-

сЩ--о

t1g4. - {r i

f tBd- со

цL,-оЦа=--ч

М черновик П чистовик
(Попавьте галочку в нухном поле)

ч

Страница Ns_
(Нумеровать To,rbKo ч}iстовики)

v



1 И, о'%

ьd

ц ц

а4(t
''n) 

, futl, t

q,

с

з
/ +|

?

t(ц;g
(ц, r)', ztlVy12t'ц-

,>- J,L

l-п
I

>/.

{,2l 4оп (ц-l,
-JL

,'r"*, 5Ц О

2

" r-{
( з]'

'4р
2l

{l" ,l ы |чп (

(r4 L
з

.!у, | -' Z
r(г,r6) zo

2 J. l
z'/ zz

!+.
2 t+

r\
ф{ Ь+ LO

бл - lb-<o
,.,

kc

й черновик П чистовик
(Поставьте галочку в нутсном поле)

Страниuа Jt_
(Нумеровать только чистовики)

о{Y + Ьх ь
I

-t

(- фв; -,)

:)
i.

х +6t(/6
)

_ýl Э6.ч |ь
,L

о--Г=,f;2-

ч |о,'23

ьdч

I

--?fa:7'--7)"(-",ld"



ФЕдl]рлльноl] f осудАрствЕltцоЕ лвтономноЕ
()Брл]оалтЕ.]ьн()Е }чрЕждЕниЕ высшЕr()

ОБРЛЗОВЛНИЯIпФтп шиФр
(заполняется секретарём)

<московский Фи]llко_тЕхничЕский пнститут
(нлцпонА-lьный исс,liдовАтЕ.] ьский

УННВЕРСИТЕТ),,

ПИСЬМЕННАЯ РАБОТА

а\пс
р

2 р)'

n,.i'. (,,,t/{- а-ЬlЪ

ц = tlP2-tlPr

gLЧ
iьg

# - 
'n 

"|zl-э)

ЧК\ ч! r, Р

4с Еgр
а lU

=(z р -r)2
iЬs

2
2

г
ь

/ |2\? 
"9| + 0j) r'=

р t3

frС,
iз

1.3 г

8l V. 2ЧQw

Е

2,1lz

1
2

Чр2 => Иr
|ь3

,б: '?Prlb9
2чч

2?ч
*ё iьз

?р! Б р| +?(у L!!
/63

2-з!!
|ьl

2г

гЗ+аt = ЧР? Е,r=

2-, ( .ly ,а2 ЧР, J(tB)',tfl',ч
?.,з'

t/,cJ
lb

_13 Рi (

/'- Д. =-

черновик П чистовик
(Поставьте галочiiJ в Hy)KrroM поJ,iе)

,- ()
г ! /69,т

Сrраница Ns
(Нумеровать только чисiБики1

г'f lЦэ гр, ?

м

z



c\J

\О.а

\с)
\_с)

а

ll

S
d

- r?rX + Чr2= 3у - 2*.-Эr*Z

(!

5

tý

лl

f,-

\tý

N

о
il
ý

*ъ/
ý
ý-ý

l

.5\.-

ý
J-D

\
ll
>.

).

х

ý
sN
\

t

ý9

г\,

-tI
-},

-}

-о

.ý

р

(t

5D

L
\
+

..t]|

tt

t
с!

.Y
9О

ч9у +ч.z-rf f l2"* Ъз- ?

tý,

-tlФ3,Z* Зf'= rr+ bb+y$

\J\Ч,2"* ag - ýxg', 12

е

\Dl

*r
{)

о
ь

l

l

ý
ч

l
U

ll lI

ь"у
FJ
ф

ь J
2-1 8r+ ?ч

оI

}
6ý

\
)ý
+

v

.а

т
*}

l

a.)
;J

,
c*,,
l

9"

I
гt,,

.ý,

х1.-

I

, :rэ
сО

a\
/|

lt
э>

о }ъ
.t1

-L

-\
-ý

qr)

-ý

+ýъ}

*о
сг)

со
l

\о
cn

taъ
-tý
ь-

\
,-_ý

,а
,с

т

t -r

cl

+,I

rJ

Il
N

&

f(

tl ,,
о
tl

(

х

(\a

t
5г\

с/

со
т

т

у

.]-о
.,i

ýt

ýD
+

cJ
-t,

JD
JK!
l

:'

J"
о)

о
.J
+
dо

9
5:<>с

t

{с

N
ll

Ir
ý]

JD
с]

t

cJ

f
J
ll
ý-)

зu
l
}

-ý
t

N
ý,

ll

с
t

Странича Nч_
(Нумеровать только чи{;товик}t)El черновик П чистовик

(Поставьте галочку в нужном поле)

Ф
с()
э ''J?

е 'Y-)jrО
сО

г
u{-b- )\Эч,-а"-, 

--
i

г

с)

}tl

'-l*l
-.6l

>_{

an

tо


