
МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 
ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 

10 класс 
 
 
 

БИЛЕТ 1       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Решите уравнение 

3
2

2sincos
3coscos

=
−

xx
xx

. 

 
 

2. Дан правильный 20-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 20-угольника, 
являющихся вершинами выпуклых четырёхугольников, у которых есть хотя бы одна пара 
параллельных сторон. 

 
 

3. Найдите количество натуральных чисел k , не превосходящих 000291  и таких, что 12 −k  делится 
нацело на 291 . 

 
 

4. Решите систему 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−+−
≤+

.0400403601881
,2

224224

22

yxyyxx
yx  

 
 

5. Найдите все значения параметра b , для каждого из которых найдётся число a  такое, что система  

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=++

+−=

xayayx
b

byx

12232

,3

22
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;
 
 

6. Четырехугольник ABCD  вписан в окружность с центром O . Две окружности 1Ω  и 2Ω  равных 
радиусов с центрами 1O  и 2O  вписаны в углы BAD  и BCD  соответственно, при этом первая 
касается стороны AD  в точке K , а вторая касается стороны BC  в точке T .  
а) Найдите радиус окружности , если 1Ω 2=AK , 8=CT .  
б) Пусть дополнительно известно, что точка  является центром окружности, описанной около 
треугольника . Найдите угол . 

2O
BOC BDC
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 
ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 

10 класс 
 
 
 

БИЛЕТ 2       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Решите уравнение 

32
2coscos
3sinsin

=
−

xx
xx

. 

 
 

2. Дан правильный 16-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 16-угольника, 
являющихся вершинами выпуклых четырёхугольников, у которых есть хотя бы одна пара 
параллельных сторон. 

 
 

3. Найдите количество натуральных чисел k , не превосходящих 000445  и таких, что 12  
делится нацело на 445 . 

−k

 
 

4. Решите систему 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−+−
≤+

.0251040816
,1

224224

22

yxyyxx
yx  

 
 

5. Найдите все значения параметра a , для каждого из которых найдётся число b  такое, что система 

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++++

++=

xbybyx
a

ayx

10224

,4

22
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;
 
 

6. Четырехугольник ABCD  вписан в окружность с центром O . Две окружности 1Ω  и 2Ω  равных 
радиусов с центрами 1O  и 2O  вписаны в углы ABC  и ADC  соответственно, при этом первая 
касается стороны BC  в точке K , а вторая касается стороны AD  в точке T . 
а) Найдите радиус окружности , если 1Ω 33=BK , 3=DT .  
б) Пусть дополнительно известно, что точка  является центром окружности, описанной около 
треугольника . Найдите угол . 

1O
BOC BDC
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 
ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 

10 класс 
 
 
 

БИЛЕТ 3       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Решите уравнение 

32
2cossin

3coscos
−=

+

xx
xx

. 

 
 

2. Дан правильный 22-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 22-угольника, 
являющихся вершинами выпуклых четырёхугольников, у которых есть хотя бы одна пара 
параллельных сторон. 

 
 

3. Найдите количество натуральных чисел k , не превосходящих 000485  таких, что 12 −k  делится 
нацело на 485 . 

 
 

4. Решите систему 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−+−
≤+

.01008020168
,2

224224

22

yxyyxx
yx  

 
 

5. Найдите все значения параметра b , для каждого из которых найдётся число a  такое, что система 

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+−=++

+−=

xayayx

by
b

x

20296

,7

22
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;
 
 

6. Четырехугольник ABCD  вписан в окружность с центром O . Две окружности 1Ω  и 2Ω  равных 
радиусов с центрами 1O  и 2O  вписаны в углы BAD  и BCD  соответственно, при этом первая 
касается стороны AB  в точке L , а вторая касается стороны BC  в точке F . 
а) Найдите радиус окружности , если 2Ω 2=AL , 22=CF .  
б) Пусть дополнительно известно, что точка  является центром окружности, описанной около 
треугольника . Найдите угол . 

2O
BOC BDC
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 
ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 

10 класс 
 
 
 

БИЛЕТ 4       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Решите уравнение 

3
2

2coscos
3sinsin

=
+

xx
xx

. 

 
 

2. Дан правильный 18-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 18-угольника, 
являющихся вершинами выпуклых четырёхугольников, у которых есть хотя бы одна пара 
параллельных сторон. 

 
 

3. Найдите количество натуральных чисел k , не превосходящих 000267  и таких, что 12  
делится нацело на 267 . 

−k

 
 

4. Решите систему 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−+−
≤+

.0100180208118
,1

224224

22

yxyyxx
yx  

 
 

5. Найдите все значения параметра a , для каждого из которых найдётся число b  такое, что система 

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=+++

−−=

xbybyx

ay
a

x

8263

,6

222
 

имеет хотя бы одно решение ( ) . yx;
 
 

6. Четырехугольник ABCD  вписан в окружность с центром O . Две окружности 1Ω  и 2Ω  равных 
радиусов с центрами 1O  и 2O  вписаны в углы ABC  и ADC  соответственно, при этом первая 
касается стороны BC  в точке F , а вторая касается стороны AD  в точке P . 
а) Найдите радиус окружности , если 2Ω 23=BF , 2=DP .  
б) Пусть дополнительно известно, что точка  является центром окружности, описанной около 
треугольника . Найдите угол . 

1O
BOC BDC
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 
ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 

10 класс 
 
 
 

БИЛЕТ 5       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Решите неравенство 

251225 22 −≤−−⋅− xxx . 
 
 

2. Дана функция ( )
xx
xxxg

24

24

sin3cos4
cos5sin4

+

+
= . Найдите: 

а) корни уравнения ( )
5
7

=xg ; 

б) наибольшее и наименьшее значения функции ( )xg . 
 
 

3. Решите систему уравнений 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=
+

+

−=
+

+

−=
+

+

.
4
111

,
3
211

,
15
211

yxz

zxy

zyx

 

 
 

4. На стороне BC  треугольника ABC  взята точка M  такая, что 5:2 . Биссектриса  
данного треугольника и отрезок 

: =MCBM BL

AM  пересекаются в точке P  под углом 90 . 
а) Найдите отношение площади треугольника ABP  к площади четырёхугольника . LPMC
б) На отрезке  отмечена точка  такая, что MC F 4:1: =FCMF . Пусть дополнительно известно, 

что прямые LF  и  перпендикулярны. Найдите угол CBL . BC
 
 

5. Найдите количество пар целых чисел ( )yx; , удовлетворяющих условию 1002 . 2 665 =+− yxyx
 
 

6. Найдите все значения параметра a , для каждого из которых найдётся число b  такое, что система 
( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−
=

=−+++

1

8
,492

2

22

bx
y

xyaayx
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 
ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 

10 класс 
 
 
 

БИЛЕТ 6       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Решите неравенство 

161216 22 −≤−⋅− xxx . 
 

 

2. Дана функция ( )
xx

xxxg
24

24

cos3sin2
sincos2

+

+
= . Найдите: 

а) корни уравнения ( )
2
1

=xg ; 

б) наибольшее и наименьшее значения функции ( )xg . 
 
 

3. Решите систему уравнений 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
+

+

=
+

+

=
+

+

.
2
111

,
6
111

,
12
111

yxz

zxy

zyx

 

 
 

4. На стороне BC  треугольника ABC  взята точка M  такая, что 7:2 . Биссектриса  
данного треугольника и отрезок 

: =MCBM BL

AM  пересекаются в точке P  под углом 90 . 
а) Найдите отношение площади треугольника ABP  к площади четырёхугольника . LPMC
б) На отрезке  отмечена точка MC T  такая, что 6:1: =TCMT . Пусть дополнительно известно, что 

прямые LT  и  перпендикулярны. Найдите угол . BC CBL
 
 

5. Найдите количество пар целых чисел ( )yx; , удовлетворяющих условию 1002 . 2 1076 =+− yxyx
 
 

6. Найдите все значения параметра b , для каждого из которых найдётся число a  такое, что система 
( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++
=

=+−++

1

9
,42

2

22

ax
y

yxbbyx
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 
ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 

10 класс 
 
 
 

БИЛЕТ 7       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Решите неравенство 

9129 22 −≤−−⋅− xxx . 
 

 

2. Дана функция ( )
xx
xxxg

24

24

cos3sin4
sin5cos4

+

+
= . Найдите: 

а) корни уравнения ( )
3
4

=xg ; 

б) наибольшее и наименьшее значения функции ( )xg . 
 
 

3. Решите систему уравнений 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=
+

+

=
+

+

=
+

+

.
5
411

,
3
411

,111

yxz

zxy

zyx

 

 
 

4. На стороне BC  треугольника ABC  взята точка M  такая, что 8:3 . Биссектриса  
данного треугольника и отрезок 

: =MCBM BL

AM  пересекаются в точке P  под углом 90 . 
а) Найдите отношение площади треугольника ABP  к площади четырёхугольника . LPMC
б) На отрезке  отмечена точка  такая, что MC F 7:1: =FCMF . Пусть дополнительно известно, 

что прямые LF  и  перпендикулярны. Найдите угол CBL . BC
 
 

5. Найдите количество пар целых чисел ( )yx; , удовлетворяющих условию 1002 . 2 1056 =++ yxyx
 
 

6. Найдите все значения параметра a , для каждого из которых найдётся число b  такое, что система 
( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++
=

=−−++

1

7
,642

2

22

bx
y

yxaayx
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 
ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 

10 класс 
 
 
 

БИЛЕТ 8       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Решите неравенство 

4124 22 −≤−⋅− xxx . 
 

 

2. Дана функция ( )
xx
xxxg

24

24

sincos4
cos7sin4

+

+
= . Найдите: 

а) корни уравнения ; ( ) 4=xg
б) наибольшее и наименьшее значения функции ( )xg . 

 
 

3. Решите систему уравнений 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
+

+

=
+

+

=
+

+

.
3
211

,
4
311

,
5
611

yxz

zxy

zyx

 

 
 

4. На стороне BC  треугольника ABC  взята точка M  такая, что 7:3 . Биссектриса  
данного треугольника и отрезок 

: =MCBM BL

AM  пересекаются в точке P  под углом 90 . 
а) Найдите отношение площади треугольника ABP  к площади четырёхугольника . LPMC
б) На отрезке  отмечена точка MC T  такая, что 6:1: =TCMT . Пусть дополнительно известно, что 

прямые LT  и  перпендикулярны. Найдите угол . BC CBL
 
 

5. Найдите количество пар целых чисел ( )yx; , удовлетворяющих условию 502 . 2 1567 =++ yxyx
 
 

6. Найдите все значения параметра b , для каждого из которых найдётся число a  такое, что система 
( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−
=

=++++

1

5
,812

2

22

ax
y

yxbbyx
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 

ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 
10 класс 

 
 
 

БИЛЕТ 11       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Известно, что yyx sin
2
5cos2sin −= , yyx cos

2
5sin2cos −= . Найдите y2sin . 

 
 

2. Найдите количество натуральных чисел k , не превосходящих 242400 и таких, что kk  
делится нацело на 303. 

22 +

 
 

3. Решите систему  

⎩
⎨
⎧

=−−+++
+≥

.722626252
,1623

224224 xyyxyyxx
yx

 

 
 

4. Найдите все значения параметра b , для каждого из которых найдётся такое число a , что система 

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++=++
−−=

yxaayx
xby

448
,

222

2
 

имеет хотя бы одно решение ( ) . yx;
 
  
5. Дан правильный 20-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 20-угольника, 

являющихся вершинами трапеций. 
 
 

6. В углы A  и B  треугольника ABC  вписаны соответственно окружности с центрами 1O  и 2  
равного радиуса, точка O  - центр окружности, вписанной в треугольник ABC . Данные 
окружности касаются стороны 

O

AB  в точках 1K , 2K  и K  соответственно, при этом 41 =AK , 
62 =BK , и 16=AB . 

а) Найдите длину отрезка AK . 
б) Пусть окружность с центром  касается стороны  в точке . Найдите угол , если 

известно, что точка  является центром окружности, описанной около треугольника . 
1O AC 3K CAB

1O 31KOK
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 

ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 
10 класс 

 
 
 

БИЛЕТ 12       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Известно, что xxy cos
3
2sin

2
3sin += , xxy cos

2
3sin

3
2cos += . Найдите x2sin . 

 
 

2. Найдите количество натуральных чисел k , не превосходящих 353500 и таких, что kk +2  делится 
нацело на 505. 

 
 

3. Решите систему 

⎩
⎨
⎧

=−−+++
+≥

.12840401442
,142

224224 xyyxyyxx
yx

 

 
 

4. Найдите все значения параметра a , для каждого из которых найдётся такое число b , что система  

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=++
−=

148
,

222

2

xybbyx
axy  

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;
 
 
5. Дан правильный 16-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 16-угольника, 

являющихся вершинами трапеций. 
 
 

6. В углы B  и C  треугольника ABC  вписаны соответственно окружности с центрами 1O  и 2  
равного радиуса, точка O  - центр окружности, вписанной в треугольник ABC . Данные 
окружности касаются стороны BC  в точках 1K , 2K  и 

O

K  соответственно, при этом 41 =BK , 
82 =CK , и 18=BC . 

а) Найдите длину отрезка . CK
б) Пусть окружность с центром  касается стороны 1O AB  в точке . Найдите угол , если 

известно, что точка  является центром окружности, описанной около треугольника . 
3K ABC

1O 31KOK
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 

ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 
10 класс 

 
 
 

БИЛЕТ 13       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Известно, что xxy sin
2
5cos2sin += , xxy cos

2
5sin2cos += . Найдите x2sin . 

 
 

2. Найдите количество натуральных чисел k , не превосходящих 333300 и таких, что kk  
делится нацело на 303. 

22 −

 
 

3. Решите систему  

⎩
⎨
⎧

=−−+++
≤++

.8101092
,082

224224 xyyxyyxx
yx

 

 
 

4. Найдите все значения параметра b , для каждого из которых найдётся такое число a , что система  

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=++
−=

yxaayx
xby

242
,

222

2
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;
 
 

5. Дан правильный 22-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 22-угольника, 
являющихся вершинами трапеций. 

 
 

6. В углы C  и B  треугольника ABC  вписаны соответственно окружности с центрами 1O  и 2  
равного радиуса, точка O  - центр окружности, вписанной в треугольник ABC . Данные 
окружности касаются стороны BC  в точках 1K , 2K  и 

O

K  соответственно, при этом 31 =CK , 
72 =BK , и 16=BC . 

а) Найдите длину отрезка . CK
б) Пусть окружность с центром  касается стороны  в точке . Найдите угол , если 

известно, что точка  является центром окружности, описанной около треугольника . 
1O AC 3K ACB

1O 31KOK
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10 класс 

 
 
 

БИЛЕТ 14       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Известно, что yyx cos
3
2sin

2
3sin −= , yyx sin

3
2cos

2
3cos −= . Найдите y2sin . 

 
 

2. Найдите количество натуральных чисел k , не превосходящих 454500 и таких, что kk −2  делится 
нацело на 505. 

 
 

3. Решите систему  

⎩
⎨
⎧

=−−+++
≤++

.82020642
,0143

224224 xyyxyyxx
yx

 

 
 

4. Найдите все значения параметра a , для каждого из которых найдётся такое число b , что система  

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=++
+=

122
,

222

2

yxbbyx
axy  

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;
 
 

5. Дан правильный 18-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 18-угольника, 
являющихся вершинами трапеций. 
 
 

6. В углы C  и A  треугольника ABC  вписаны соответственно окружности с центрами 1O  и 2  
равного радиуса, точка O  - центр окружности, вписанной в треугольник ABC . Данные 
окружности касаются стороны AC  в точках 1K , 2K  и 

O

K  соответственно, при этом 61 =CK , 
82 =AK , и 21=AC . 

а) Найдите длину отрезка . CK
б) Пусть окружность с центром  касается стороны  в точке . Найдите угол , если 

известно, что точка  является центром окружности, описанной около треугольника . 
1O BC 3K BCA

1O 31KOK
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“Физтех–2015”, 10 класс, решения билета 1 

1. Решите уравнение 
3

2
2sincos

3coscos
=

−

xx
xx

. 

Ответ. ππ kx 2
6
+= , ππ kx 2

6
5

+= , Ζ∈+= kkx ,2
3

4 ππ . 

Решение. Возможны два случая. 

а) . Тогда 0cos ≥x Ζ∈+=⇔=⇔=⇔=
− kkxx

xx
xx

xx
xx ,

63
1tg

3
2

2sincos
2sinsin2

3
2

2sincos
3coscos ππ . Учитывая условие, 

получаем Ζ∈+= kkx ,2
6

ππ . 

б) . Тогда 0cos <x Ζ∈+=⇔−=⇔=
−

⇔=
−− kkxx

xx
xx

xx
xx ,

233
12ctg

3
2

2sincos
2coscos2

3
2

2sincos
3coscos ππ . Косинус 

отрицателен при Ζ∈+= kkx ,2
3

4 ππ  и при Ζ∈+= kkx ,2
6

5 ππ . 

 
2. Дан правильный 20-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 20-угольника, являющихся 

вершинами выпуклых четырёхугольников, у которых есть хотя бы одна пара параллельных сторон. 
Ответ. . 765
Решение. Впишем данный многоугольник  в окружность. Каждый четырёхугольник с парой 

параллельных сторон определяется парой параллельных хорд с концами в точках . 
2021 ...KKK

201 ,..., KK
Рассмотрим хорду, соединяющую две соседние вершины многоугольника, например, . Существуют ещё 9 

хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 10 параллельных друг другу хорд. Из них 

можно образовать  пар параллельных отрезков. 

76 KK

85 KK

452
10 =C

Аналогичные наборы мы получим, если будем рассматривать все хорды, параллельные , … ,  – 
всего 10 таких наборов. 

21KK 1110 KK

Теперь возьмём хорду, соединяющую вершины, находящиеся через одну друг от друга, например, . 
Существуют ещё 8 хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 9 параллельных друг 

другу хорд. Из них можно образовать  пар параллельных отрезков. Этих наборов также 10. 

86 KK

95 KK

362
9 =C

В итоге получаем 81036104510 =⋅+⋅  четырёхугольников. При таком способе подсчёта прямоугольники 
оказались учтены дважды. Заметим, что обе диагонали вписанного в окружность прямоугольника являются 
диаметрами, всего диаметров с вершинами в данных точках 10, и таким образом, выходит  
прямоугольников. Получаем  четырёхугольников, имеющих хотя бы одну пару параллельных 
сторон. 

452
10 =C

76545810 =−

 
3. Найдите количество натуральных чисел , не превосходящих  и таких, что  делится нацело на 291 . k 000291 12 −k
Ответ. . 4000
Решение. Разложив делимое и делитель на множители, получаем условие ( )( ) ( )97311 ⋅+− kk . Значит, одно из 

чисел  или  делится на . Рассмотрим два случая. ( 1+k ) )( 1−k 97
а) , т.е. . Тогда получаем ( ) 971+k Ζ∈+= ppk ,9697 ( )( ) ( ) ( )( ) 31959797397979597 ++⇔⋅++ pppp . Первый 

множитель делится на  при 3 Ζ∈+= qqp ,13 , а второй – при Ζ∈+= qqp ,23 , откуда получаем, что 
, , . 193291 += qk 290291 += qk Ζ∈q

б) , т.е. . Тогда получаем ( ) 971−k Ζ∈+= ppk ,197 ( ) ( ) ( ) 329797329797 pppp +⇔⋅+ . Первый множитель 
делится на  при 3 Ζ∈+= qqp ,13 , а второй – при Ζ∈= qqp ,3 , откуда получаем, что 98291 += qk , 

, . 1291 += qk Ζ∈q
Итак, условию задачи удовлетворяют числа, дающие остатки  при делении на , то есть 

подходят каждые  из  подряд идущих чисел. Так как 
1,98,290,193 291

4 291 1000291291000 ⋅= , получаем 400010004 =⋅  
чисел. 

 

4. Решите систему  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−+−
≤+

.0400403601881
,2

224224

22

yxyyxx
yx



“Физтех–2015”, 10 класс, решения билета 1 

Ответ. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

5
1;

5
3 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

5
1;

5
3 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

5
1;

5
3 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

5
1;

5
3 . 

Решение. Преобразуем уравнение системы: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ⎢

⎢
⎣

⎡

±=+
±=−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

=+
=−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

−=−+
=−+⇔

⇔=−+⇔=++−+⇔

⇔=+−−++⇔=+−−+−

.523
,523

203
,203

6209
,6209

6209364009409

364004036018810400403601881

2

2

22

22

22222222222

22224224224224

yx
yx

yx
yx

xyyx
xyyx

xyyxyxyxyx

yxyxyyxxyxyyxx

 

В каждом из четырёх случаев выражаем  и подставляем в неравенство. y

Если 523 += xy , то ( ) 2523
22 ≤++ xx , 01851210 2 ≤++ xx , ( ) 02310

2
≤+x , 

5
3

−=x . Тогда 
5

1
=y . 

Остальные случаи разбираются аналогично. В итоге получаем 4 решения: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

5
1;

5
3 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

5
1;

5
3 , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

5
1;

5
3 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

5
1;

5
3 . 

 
5. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся число  такое, что система  b a

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=++

+−=

xayayx
b

byx

12232

,3

22
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;

Ответ. ( ) ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+∞−∈ ;
8
30 ∪b . 

Решение. Второе уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 26 =−+− ayx , следовательно, 
оно задаёт окружность радиуса  с центром 2 ( )a;6 . При всевозможных R∈a  эти окружности заметают 
полосу . 84 ≤≤ x

Первое уравнение задаёт “уголок” с ветвями, направленными вправо, с вершиной в точке ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ b

b
;3 . 

Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы “уголок”, задаваемый первым уравнением, 
имел хотя бы одну общую точку с полосой 84 ≤≤ x , а для этого нужно, чтобы абсцисса его вершины 

удовлетворяла неравенству , т.е 8в ≤x 83
≤

b
откуда ( ) ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+∞−∈ ;
8
30 ∪b . 

 
6. Четырехугольник  вписан в окружность с центром . Две окружности  и  равных радиусов с 

центрами  и  вписаны в углы  и  соответственно, при этом первая касается стороны 
ABCD O 1Ω 2Ω

1O 2O BAD BCD AD  в 
точке K , а вторая касается стороны  в точке BC T .  
а) Найдите радиус окружности , если 1Ω 2=AK , 8=CT .  
б) Пусть дополнительно известно, что точка  является центром окружности, описанной около 

треугольника . Найдите угол . 
2O

BOC BDC

Ответ. а) 4=r , б) 
2

15arctg −
=∠BDC  или 

2
15arctg +

−=∠ πBDC . 

Решение. а) Отрезки  и  являются биссектрисами углов  и  (центр окружности, вписанной в 
угол, лежит на биссектрисе этого угла). Так как четырёхугольник  вписан в окружность, сумма его 
противоположных углов  и  равна , поэтому сумма их половин – углов  и  – равна 

. Пусть . Тогда . Выражая двумя способами 

1AO 2CO BAD BCD
ABCD

BAD BCD 180 1KAO 2TCO

90 α=∠ AKO1 α=∠−=∠ 22 90 TCOCTO αtg , получаем: 

TO
CT

AK
KO

2

1tg ==α , 
r

r 8
2
= , 4=r . 

б)  как радиусы окружности, описанной около треугольника , поэтому высота этого 
треугольника  также является его медианой. Точки ,  и 

COBO 22 = BOC
TO2 O 2O T  лежат на одной прямой (на серединном 



“Физтех–2015”, 10 класс, решения билета 1 
перпендикуляре к отрезку ). Далее находим: BC 5422

22 =+= CTTOCO , 5422 == COOO  (как радиусы 
одной окружности) 

Возможны два случая: точки  и  могут лежать либо по одну сторону от прямой , либо по разные 
стороны от неё. 

2O O BC

В первом случае получаем: 
2

15arctg
544

8arctgarctg
2
1 −

=
+

==∠=∠=∠
OT
CTCOTBOCBDC . 

Во втором случае: 
2

15arctg
454

8arctgarctg
2
1 +

−=
−

−=−=∠−=∠−=∠ πππππ
OT
CTCOTBOCBDC . 

 
 



“Физтех–2015”, 10 класс, решения билета 2 

1. Решите уравнение 32
2coscos
3sinsin

=
−

xx
xx

. 

Ответ. ππ kx 2
3

2
+±= , ππ kx 2

6
+−= , . Ζ∈k

Решение. Возможны два случая. 

а) . Тогда 0sin ≥x Ζ∈+−=⇔−=⇔=
−

⇔=
− kkxx

xx
xx

xx
xx ,

3
3tg32

2coscos
2cossin232

2coscos
3sinsin ππ . Учитывая 

условие, получаем Ζ∈+= kkx ,2
3

2 ππ . 

б) . Тогда 0sin <x Ζ∈+−=⇔−=⇔=
−

⇔=
−− kkxx

xx
xx

xx
xx ,

26
32tg32

2coscos
2sincos232

2coscos
3sinsin ππ . Синус 

отрицателен при Ζ∈+−= kkx ,2
3

2 ππ  и при Ζ∈+−= kkx ,2
6

ππ . 

 
2. Дан правильный 16-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 16-угольника, являющихся 

вершинами выпуклых четырёхугольников, у которых есть хотя бы одна пара параллельных сторон. 
Ответ. . 364
Решение. Впишем данный многоугольник  в окружность. Каждый четырёхугольник с парой 

параллельных сторон определяется парой параллельных хорд с концами в точках . 
1621 ...KKK

161 ,..., KK
Рассмотрим хорду, соединяющую две соседние вершины многоугольника, например, . Существуют ещё 7 

хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 8 параллельных друг другу хорд. Из них 

можно образовать  пар параллельных отрезков. 

76 KK

85 KK

282
8 =C

Аналогичные наборы мы получим, если будем рассматривать все хорды, параллельные , … ,  – 
всего 8 таких наборов. 

21KK 98KK

Теперь возьмём хорду, соединяющую вершины, находящиеся через одну друг от друга, например, . 
Существуют ещё 6 хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 7 параллельных друг 

другу хорд. Из них можно образовать  пар параллельных отрезков. Этих наборов также 8. 

86 KK

95 KK

212
7 =C

В итоге получаем  четырёхугольников. При таком способе подсчёта прямоугольники 
оказались учтены дважды. Заметим, что обе диагонали вписанного в окружность прямоугольника являются 
диаметрами, всего диаметров с вершинами в данных точках 8, и таким образом, выходит  
прямоугольников. Получаем  четырёхугольников, имеющих хотя бы одну пару параллельных 
сторон. 

392218288 =⋅+⋅

282
8 =C

36428392 =−

 
3. Найдите количество натуральных чисел , не превосходящих  и таких, что  делится нацело на . k 000445 12 −k 445
Ответ. . 4000
Решение. Разложив делимое и делитель на множители, получаем условие ( )( ) ( )89511 ⋅+− kk . Значит, одно из 

чисел  или  делится на 89 . Рассмотрим два случая. ( 1+k ) )( 1−k
а) , т.е. . Тогда получаем ( ) 891+k Ζ∈+= ppk ,8889 ( )( ) ( ) ( )( ) 51878989589898789 ++⇔⋅++ pppp . Первый 

множитель делится на  при 5 Ζ∈+= qqp ,25 , а второй – при Ζ∈+= qqp ,45 , откуда получаем, что 
, , . 276445 += qk 444445 += qk Ζ∈q

б) , т.е. ( ) 891−k Ζ∈+= ppk ,189 . Тогда получаем ( ) ( ) ( ) 528989528989 pppp +⇔⋅+ . Первый множитель 
делится на  при 5 Ζ∈+= qqp ,25 , а второй – при Ζ∈= qqp ,5 , откуда получаем, что 179445 += qk , 

, . 1445 += qk Ζ∈q
Итак, условию задачи удовлетворяют числа, дающие остатки  при делении на , то есть 

подходят каждые  из  подряд идущих чисел. Так как 
1,179,444,276 445

4 445 1000445445000 ⋅= , получаем 400010004 =⋅  
чисел. 

 

4. Решите систему  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−+−
≤+

.0251040816
,1

224224

22

yxyyxx
yx

Ответ. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

5
1;

5
2 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

5
1;

5
2 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

5
1;

5
2 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

5
1;

5
2 . 



“Физтех–2015”, 10 класс, решения билета 2 
Решение. Преобразуем уравнение системы: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ⎢

⎢
⎣

⎡

±=+
±=−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

=+
=−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

−=−+
=−+⇔

⇔=−+⇔=++−+⇔

⇔=+−−++⇔=+−−+−

.52
,52

52
,52

454
,454

45416254104

162510408160251040816

2

2

22

22

22222222222

22224224224224

yx
yx

yx
yx

xyyx
xyyx

xyyxyxyxyx

yxyxyyxxyxyyxx

 

В каждом из четырёх случаев выражаем  и подставляем в неравенство. y

Если 52 += xy , то ( ) 152
22 ≤++ xx , 04545 2 ≤++ xx , ( ) 025

2
≤+x , 

5
2

−=x . Тогда 
5

1
=y . 

Остальные случаи разбираются аналогично. В итоге получаем 4 решения: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

5
1;

5
2 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

5
1;

5
2 , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

5
1;

5
2 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

5
1;

5
2 . 

 
 
5. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся число  такое, что система a b

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++++

++=

xbybyx
a

ayx

10224

,4

22
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;

Ответ. ( ) ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+∞−∈ ;

3
20 ∪a . 

Решение. Второе уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 15 =++− byx , следовательно, 
оно задаёт окружность радиуса  с центром 1 ( )b−;5 . При всевозможных R∈b  эти окружности заметают 
полосу . 64 ≤≤ x

Первое уравнение задаёт “уголок” с ветвями, направленными вправо, с вершиной в точке ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − a

a
;4 . 

Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы “уголок”, задаваемый первым уравнением, 
имел хотя бы одну общую точку с полосой 64 ≤≤ x , а для этого нужно, чтобы абсцисса его вершины 

удовлетворяла неравенству , т.е 6в ≤x 64
≤

a
откуда ( ) ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+∞−∈ ;

3
20 ∪a . 

 
6. Четырехугольник  вписан в окружность с центром . Две окружности  и  равных радиусов с 

центрами  и  вписаны в углы  и  соответственно, при этом первая касается стороны  в 
точке 

ABCD O 1Ω 2Ω

1O 2O ABC ADC BC
K , а вторая касается стороны AD  в точке T . 

а) Найдите радиус окружности , если 1Ω 33=BK , 3=DT .  
б) Пусть дополнительно известно, что точка  является центром окружности, описанной около 

треугольника . Найдите угол . 
1O

BOC BDC

Ответ. а) , б) . 3=r 30=∠BDC
Решение. а) Отрезки  и  являются биссектрисами углов  и  (центр окружности, вписанной в 

угол, лежит на биссектрисе этого угла). Так как четырёхугольник  вписан в окружность, сумма его 
противоположных углов  и  равна , поэтому сумма их половин – углов  и  – 

равна . Пусть . Тогда . Выражая двумя способами 

1BO 2DO ABC ADC
ABCD

ABC ADC 180 1KBO 2TDO

90 α=∠ BKO1 α=∠−=∠ 22 90 TDODTO αtg , 

получаем: 
TO

DT
BK

KO

2

1tg ==α , 
r

r 3
33
= , 3=r . 

б)  как радиусы окружности, описанной около треугольника , поэтому высота  этого 
треугольника также является его медианой. Точки ,  и 

COBO 11 = BOC KO1
O 1O K  лежат на одной прямой (на серединном 

перпендикуляре к отрезку ). Далее находим: BC 622
11 =+= KBKOBO ,  (как радиусы одной 

окружности). 
611 == BOOO
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Возможны два случая: точки  и  могут лежать либо по одну сторону от прямой , либо по разные 

стороны от неё. 
1O O BC

В первом случае получаем: 30
9

33arctgarctg
2
1

===∠=∠=∠
KO
BKBOKBOCBDC . 

Рассмотрим второй случай. Точка  лежит на биссектрисе угла , поэтому  1O ABC

60
3

1arctg2arctg22 1
1 ===∠=∠

BK
KO

BKOABC . 

Это означает, что вписанный угол  опирается на дугу , равную . Вместе с тем дуга  равна углу 

, а  

ABC AC 120 BC

BOC 1203arctg2arctg2arctg22
1

==
−

==∠=∠
rOO

BK
OK
BKBOKBOC , что невозможно, так как в этом 

случае дуга  должна быть меньше дуги .  AC BC
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1. Решите уравнение 32
2cossin

3coscos
−=

+

xx
xx

. 

Ответ. ππ kx 2
3

2
+= , ππ kx 2

6
7

+= , ππ kx 2
6
+−= , Ζ∈k . 

Решение. Возможны два случая. 

а) . Тогда 0cos ≥x Ζ∈+−=⇔−=⇔−=⇔−=
+ kkxx

xx
xx

xx
xx ,

6
3ctg32

2cossin
2coscos232

2cossin
3coscos ππ . Учитывая 

условие, получаем Ζ∈+−= kkx ,2
6

ππ . 

б) . Тогда 0cos <x Ζ∈+=⇔=⇔−=
−

⇔=
+− kkxx

xx
xx

xx
xx ,

26
32tg32

2cossin
2sinsin232

2cossin
3coscos ππ . Косинус 

отрицателен при Ζ∈+= kkx ,2
3

2 ππ  и при Ζ∈+= kkx ,2
6

7 ππ . 

 
2. Дан правильный 22-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 22-угольника, являющихся 

вершинами выпуклых четырёхугольников, у которых есть хотя бы одна пара параллельных сторон. 
Ответ. 1045 . 
Решение. Впишем данный многоугольник  в окружность. Каждый четырёхугольник с парой 

параллельных сторон определяется парой параллельных хорд с концами в точках . 
2221 ...KKK

221 ,..., KK
Рассмотрим хорду, соединяющую две соседние вершины многоугольника, например, . Существуют ещё 

10 хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 11 параллельных друг другу хорд. Из них 

можно образовать  пар параллельных отрезков. 

76 KK

85 KK

552
11 =C

Аналогичные наборы мы получим, если будем рассматривать все хорды, параллельные , … ,  – 
всего 11 таких наборов. 

21KK 1211KK

Теперь возьмём хорду, соединяющую вершины, находящиеся через одну друг от друга, например, . 
Существуют ещё 9 хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 10 параллельных друг 

другу хорд. Из них можно образовать  пар параллельных отрезков. Этих наборов также 11. 

86 KK

95 KK

452
10 =C

В итоге получаем 110045115511 =⋅+⋅  четырёхугольников. При таком способе подсчёта прямоугольники 
оказались учтены дважды. Заметим, что обе диагонали вписанного в окружность прямоугольника являются 
диаметрами, всего диаметров с вершинами в данных точках 11, и таким образом, выходит  
прямоугольников. Получаем 

552
11 =C

1045551100 =−  четырёхугольников, имеющих хотя бы одну пару 
параллельных сторон. 

 
3. Найдите количество натуральных чисел , не превосходящих  таких, что  делится нацело на . k 000485 12 −k 485
Ответ. . 4000
Решение. Разложив делимое и делитель на множители, получаем условие ( )( ) ( )97511 ⋅+− kk . Значит, одно из 

чисел  или  делится на . Рассмотрим два случая. ( 1+k ) )( 1−k 97
а) , т.е. . Тогда получаем ( ) 971+k Ζ∈+= ppk ,9697 ( )( ) ( ) ( )( ) 51959797597979597 ++⇔⋅++ pppp . Первый 

множитель делится на  при 5 Ζ∈= qqp ,5 , а второй – при Ζ∈+= qqp ,45 , откуда получаем, что 
, , . 96485 += qk 484485 += qk Ζ∈q

б) , т.е. . Тогда получаем ( ) 971−k Ζ∈+= ppk ,197 ( ) ( ) ( ) 529797529797 pppp +⇔⋅+ . Первый множитель 
делится на  при 5 Ζ∈+= qqp ,45 , а второй – при Ζ∈= qqp ,5 , откуда получаем, что 389485 += qk , 

, . 1485 += qk Ζ∈q
Итак, условию задачи удовлетворяют числа, дающие остатки  при делении на , то есть 

подходят каждые  из  подряд идущих чисел. Так как 
1,389,484,96 485

4 485 1000485000485 ⋅= , получаем 400010004 =⋅  
чисел. 

 

4. Решите систему  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−+−
≤+

.01008020168
,2

224224

22

yxyyxx
yx
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Ответ. ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

5
22;

5
2 , ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

5
22;

5
2 , ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

5
22;

5
2 , ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

5
22;

5
2 . 

Решение. Преобразуем уравнение системы: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ⎢

⎢
⎣

⎡

±=+
±=−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

=+
=−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

−=−+
=−+⇔

⇔=−+⇔=++−+⇔

⇔=+−−++⇔=+−−+−

.102
,102

102
,102

4104
,4104

4104161004204

16100802016801008020168

2

2

22

22

22222222222

22224224224224

yx
yx

yx
yx

xyyx
xyyx

xyyxyxyxyx

yxyxyyxxyxyyxx

 

В каждом из четырёх случаев выражаем x  и подставляем в неравенство. 

Если 102 += yx , то ( ) 2102
22 ≤++ yy , 081045 2 ≤++ yy , ( ) 0225

2
≤+y , 

5
22

−=y . Тогда 
5
2

=x . 

Остальные случаи разбираются аналогично. В итоге получаем 4 решения: ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

5
22;

5
2 , ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

5
22;

5
2 , 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

5
22;

5
2 , ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

5
22;

5
2 . 

 
5. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся число  такое, что система b a

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+−=++

+−=

xayayx

by
b

x

20296

,7

22
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;

Ответ. ( )∞+⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛ −∞−∈ ;0

12
7; ∪b . 

Решение. Второе уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 210 =+++ ayx , следовательно, 
оно задаёт окружность радиуса  с центром 2 ( )a−− ;10 . При всевозможных R∈a  эти окружности заметают 
полосу . 812 −≤≤− x

Первое уравнение задаёт “уголок” с ветвями, направленными влево, с вершиной в точке ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − b

b
;7 . 

Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы “уголок”, задаваемый первым уравнением, 
имел хотя бы одну общую точку с полосой 812 −≤≤− x , а для этого нужно, чтобы абсцисса его вершины 

удовлетворяла неравенству , т.е 12в −≥x 127
−≥

b
откуда ( )∞+⎥⎦

⎤
⎜
⎝
⎛ −∞−∈ ;0

12
7; ∪b . 

 
6. Четырехугольник  вписан в окружность с центром . Две окружности  и  равных радиусов с 

центрами  и  вписаны в углы  и  соответственно, при этом первая касается стороны 
ABCD O 1Ω 2Ω

1O 2O BAD BCD AB  в 
точке , а вторая касается стороны  в точке . L BC F
а) Найдите радиус окружности , если 2Ω 2=AL , 22=CF .  
б) Пусть дополнительно известно, что точка  является центром окружности, описанной около 

треугольника . Найдите угол . 
2O

BOC BDC

Ответ. а) 2=r , б) 
2

13arctg −
=∠BDC . 

Решение. а) Отрезки  и  являются биссектрисами углов  и  (центр окружности, вписанной в 
угол, лежит на биссектрисе этого угла). Так как четырёхугольник  вписан в окружность, сумма его 
противоположных углов  и  равна , поэтому сумма их половин – углов  и  – равна 

. Пусть . Тогда . Выражая двумя способами 

1AO 2CO BAD BCD
ABCD

BAD BCD 180 1LAO 2FCO

90 α=∠ ALO1 α=∠−=∠ 22 90 FCOCFO αtg , получаем: 

FO
CF

AL
LO

2

1tg ==α , 
r

r 22
2
= , 2=r . 
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б)  как радиусы окружности, описанной около треугольника , поэтому высота этого 

треугольника  также является его медианой. Точки ,  и  лежат на одной прямой (на серединном 

перпендикуляре к отрезку ). Далее находим: 

COBO 22 = BOC
FO2 O 2O F

BC 3222
22 =+= CFFOCO , 3222 == COOO  (как радиусы 

одной окружности). 
Возможны два случая: точки  и  могут лежать либо по одну сторону от прямой , либо по разные 

стороны от неё. 
2O O BC

В первом случае получаем: 
2

13arctg
322

22arctgarctg
2
1 −

=
+

==∠=∠=∠
OF
CFCOFBOCBDC . 

Рассмотрим второй случай. Точка  лежит на биссектрисе угла , поэтому 2O BCD

( )22arctg
2

1arctg2arctg22 2
2 ===∠=∠

CF
FO

CFOBCD . 

Это означает, что вписанный угол  опирается на дугу , равную BCD BD ( )22arctg2 . Вместе с тем дуга  

равна углу , а  

BC

BOC
2

13arctg2
13

2arctg2arctg2arctg22
2

+
=

−
=

−
==∠=∠

rOO
CF

OF
CFCOFBOC , что 

невозможно, так как в этом случае дуга  должна быть меньше дуги . BD BC
 



“Физтех–2015”,10 класс, решения билета 4 

1. Решите уравнение 
3

2
2coscos
3sinsin

=
+

xx
xx

. 

Ответ. ππ kx 2
12

+= , ππ kx 2
12
7

+= , Ζ∈+−= kkx ,2
6

5 ππ . 

Решение. Возможны два случая. 

а) . Тогда 0sin ≥x Ζ∈+=⇔=⇔=⇔=
+ kkxx

xx
xx

xx
xx ,

2123
12tg

3
2

2coscos
2sincos2

3
2

2coscos
3sinsin ππ . Учитывая условие, 

получаем Ζ∈+= kkx ,2
12

ππ  и Ζ∈+= kkx ,2
12
7 ππ . 

б) . Тогда 0sin <x Ζ∈+=⇔=⇔=⇔=
+− kkxx

xx
xx

xx
xx ,

63
1tg

3
2

2coscos
sin2cos2

3
2

2coscos
3sinsin ππ . Синус отрицателен 

при Ζ∈+−= kkx ,2
6

5 ππ . 

 
2. Дан правильный 18-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 18-угольника, являющихся 

вершинами выпуклых четырёхугольников, у которых есть хотя бы одна пара параллельных сторон. 
Ответ. . 540
Решение. Впишем данный многоугольник  в окружность. Каждый четырёхугольник с парой 

параллельных сторон определяется парой параллельных хорд с концами в точках . 
1821 ...KKK

181 ,..., KK
Рассмотрим хорду, соединяющую две соседние вершины многоугольника, например, . Существуют ещё 8 

хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 9 параллельных друг другу хорд. Из них 

можно образовать  пар параллельных отрезков. 

76 KK

85 KK

362
9 =C

Аналогичные наборы мы получим, если будем рассматривать все хорды, параллельные , … ,  – 
всего 9 таких наборов. 

21KK 109 KK

Теперь возьмём хорду, соединяющую вершины, находящиеся через одну друг от друга, например, . 
Существуют ещё 7 хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 8 параллельных друг 

другу хорд. Из них можно образовать  пар параллельных отрезков. Этих наборов также 9. 

86 KK

95 KK

282
8 =C

В итоге получаем  четырёхугольников. При таком способе подсчёта прямоугольники 
оказались учтены дважды. Заметим, что обе диагонали вписанного в окружность прямоугольника являются 
диаметрами, всего диаметров с вершинами в данных точках 8, и таким образом, выходит  
прямоугольников. Получаем  четырёхугольников, имеющих хотя бы одну пару параллельных 
сторон. 

576289369 =⋅+⋅

362
9 =C

54036576 =−

 
3. Найдите количество натуральных чисел , не превосходящих  и таких, что  делится нацело на . k 000267 12 −k 267
Ответ. . 4000
Решение. Разложив делимое и делитель на множители, получаем условие ( )( ) ( )89311 ⋅+− kk . Значит, одно из 

чисел  или  делится на 89 . Рассмотрим два случая. ( 1+k ) )( 1−k
а) , т.е. . Тогда получаем ( ) 891+k Ζ∈+= ppk ,8889 ( )( ) ( ) ( )( ) 31878989389898789 ++⇔⋅++ pppp . Первый 

множитель делится на  при 3 Ζ∈= qqp ,3 , а второй – при Ζ∈+= qqp ,23 , откуда получаем, что 
, , . 88267 += qk 266267 += qk Ζ∈q

б) , т.е. ( ) 891−k Ζ∈+= ppk ,189 . Тогда получаем ( ) ( ) ( ) 328989328989 pppp +⇔⋅+ . Первый множитель 
делится на  при 3 Ζ∈+= qqp ,23 , а второй – при Ζ∈= qqp ,3 , откуда получаем, что 179267 += qk , 

, . 1267 += qk Ζ∈q
Итак, условию задачи удовлетворяют числа, дающие остатки  при делении на , то есть 

подходят каждые  из  подряд идущих чисел. Так как 
1,179,266,88 267

4 267 1000267000267 ⋅= , получаем 400010004 =⋅  
чисел. 

 

4. Решите систему  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−+−
≤+

.0100180208118
,1

224224

22

yxyyxx
yx
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Ответ. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

10
3;

10
1 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

10
3;

10
1 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

10
3;

10
1 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

10
3;

10
1 . 

Решение. Преобразуем уравнение системы: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ⎢

⎢
⎣

⎡

±=+
±=−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

=+
=−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

−=−+
=−+⇔

⇔=−+⇔=++−+⇔

⇔=+−−++⇔=+−−+−

.103
,103

103
,103

6109
,6109

6109361009209

361001802081180100180208118

2

2

22

22

22222222222

22224224224224

yx
yx

yx
yx

xyyx
xyyx

xyyxyxyxyx

yxyxyyxxyxyyxx

 

В каждом из четырёх случаев выражаем x  и подставляем в неравенство. 

Если 103 += yx , то ( ) 1103
22 ≤++ yy , 0910610 2 ≤++ yy , ( ) 0310

2
≤+y , 

10
3

−=y . Тогда 
10
1

=x . 

Остальные случаи разбираются аналогично. В итоге получаем 4 решения: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

10
3;

10
1 , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

10
3;

10
1 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

10
3;

10
1 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

10
3;

10
1 . 

 
5. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся число  такое, что система a b

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=+++

−−=

xbybyx

ay
a

x

8263

,6

222
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;

Ответ. ( )∞+⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛ −∞−∈ 0

3
2; ∪a . 

Решение. Второе уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 18 =−++ byx , следовательно, 
оно задаёт окружность радиуса  с центром 1 ( )b;8− . При всевозможных R∈b  эти окружности заметают 
полосу . 79 −≤≤− x

Первое уравнение задаёт “уголок” с ветвями, направленными влево, с вершиной в точке ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ a

a
;6 . 

Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы “уголок”, задаваемый первым уравнением, 
имел хотя бы одну общую точку с полосой 79 −≤≤− x , а для этого нужно, чтобы абсцисса его вершины 

удовлетворяла неравенству , т.е 9в −≥x 96
−≥

a
откуда ( )∞+⎥⎦

⎤
⎜
⎝
⎛ −∞−∈ 0

3
2; ∪a . 

 
6. Четырехугольник  вписан в окружность с центром . Две окружности  и  равных радиусов с 

центрами  и  вписаны в углы  и  соответственно, при этом первая касается стороны  в 
точке , а вторая касается стороны 

ABCD O 1Ω 2Ω

1O 2O ABC ADC BC
F AD  в точке P . 

а) Найдите радиус окружности , если 2Ω 23=BF , 2=DP .  
б) Пусть дополнительно известно, что точка  является центром окружности, описанной около 

треугольника . Найдите угол . 
1O

BOC BDC

Ответ. а) 6=r , б) . 30=∠BDC
Решение. а) Отрезки  и  являются биссектрисами углов  и  (центр окружности, вписанной в 

угол, лежит на биссектрисе этого угла). Так как четырёхугольник  вписан в окружность, сумма его 
противоположных углов  и  равна , поэтому сумма их половин – углов  и  – 

равна . Пусть . Тогда . Выражая двумя способами 

1BO 2DO ABC ADC
ABCD

ABC ADC 180 1FBO 2PDO

90 α=∠ BFO1 α=∠−=∠ 22 90 PDODPO αtg , получаем: 

PO
DP

BF
FO

2

1tg ==α , 
r

r 2
23
= , 6=r . 

б)  как радиусы окружности, описанной около треугольника , поэтому высота  этого 
треугольника также является его медианой. Точки ,  и  лежат на одной прямой (на серединном 

COBO 11 = BOC FO1
O 1O F
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перпендикуляре к отрезку ). Далее находим: BC 6222

11 =+= FBFOBO , 6211 == BOOO  (как радиусы 
одной окружности). 

Возможны два случая: точки  и  могут лежать либо по одну сторону от прямой , либо по разные 
стороны от неё. 

1O O BC

В первом случае получаем: 30
63
23arctgarctg

2
1

===∠=∠=∠
FO
BFBOFBOCBDC . 

Рассмотрим второй случай. Точка  лежит на биссектрисе угла , поэтому 1O ABC

60
3

1arctg2arctg22 1
1 ===∠=∠

BF
FO

BFOABC . 

Это означает, что вписанный угол  опирается на дугу , равную . Вместе с тем дуга  равна углу 

, а  

ABC AC 120 BC

BOC 1203arctg2arctg2arctg22
1

==
−

==∠=∠
rOO

BF
OF
BFBOFBOC , что невозможно, так как в этом 

случае дуга  должна быть меньше дуги . AC BC



10 класс, билеты 1–4 
 
Задача считается полностью решённой (и за неё начисляется максимально возможное количество баллов), 

только если в тексте решения приведены все необходимые преобразования и полностью объяснены 
все имеющиеся логические шаги, при этом полученные ответы приведены к упрощённому виду. 

Наличие верного ответа не гарантирует выставление положительного балла за задачу. 
 
1.(5) Разобран только один из двух случаев раскрытия модуля........................................................................+2 балла; 
разобраны оба случая раскрытия модуля...........................................................................................................+5 баллов; 
– не сделан (неверно сделан) отбор корней......................................................................... –1 балл за каждый случай. 
 
2.(6) При подсчёте прямоугольники учтены дважды..........................................................................................–3 балла. 
 
3.(6) Задача сведена к исследованию четырёх случаев.........................................................................................+1 балл; 
верно рассмотрен ровно один случай.....................................................................................................................+1 балл; 
верно рассмотрены ровно два случая...................................................................................................................+2 балла; 
верно рассмотрены ровно три случая...................................................................................................................+3 балла; 
верно рассмотрены все четыре случая...............................................................................................................+5 баллов; 
случай обращения в ноль делимого не учтён при подсчёте..............................................................баллы не снимать. 
 
4.(8) Уравнение системы разложено на 4 линейных множителя.......................................................................+4 балла; 
найдено решение (для каждого из четырёх случаев)............................................................................................+1 балл; 
– если далее при поиске решений неравенство заменяется уравнением, то добавляется не более 1 балла за все случаи. 
уравнение системы разложено на два квадратичных множителя и других продвижений нет........2 балла за задачу; 
неравенство системы заменено уравнением и при этом второе уравнение не разложено на 
множители................................................................................................................................не более 1 балла за задачу. 
 
5.(7) Построено множество точек, удовлетворяющих второму уравнению системы при фиксированном значении 
параметра (окружность)...........................................................................................................................................+1 балл; 
построена полоса между двумя параллельными прямыми, представляющая собой объединение окружностей, 
задаваемых вторым уравнением при всевозможных действительных значениях параметра...........................+1 балл; 
задача обоснованно сведена к следующей: “график функции, задаваемой первым уравнением, имеет хотя бы одну 
общую точку с этой полосой”................................................................................................................................+3 балла. 
 
6.(8) Решён пункт а)................................................................................................................................................+3 балла; 
решён пункт б) (рассмотрен любой из двух возможных случаев)...................................................................+5 баллов. 
 
Итого – 40 баллов. 
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1. Решите неравенство 251225 22 −≤−−⋅− xxx . 
Ответ. . ( ] { }56; −−∞−∈ ∪x
Решение. ОДЗ данного неравенства – это множество ( ]5; −∞−∈x . Рассмотрим два случая. 
а) При  неравенство выполнено (получаем 5−=x 00 = ). 

б) При  делим обе части неравенства на положительное число 5−<x 252 −x  и получаем 2512 2 −≤−− xx ; 

тогда , , 2512 2 −≤−− xx 02422 ≥−+ xx ( ] [ )∞+−∞−∈ ;46; ∪x . С учётом условия, получаем ( ]6; −∞−∈x . 
Объединяя результаты, находим ( ] { }56; −−∞−∈ ∪x . 
 

2. Дана функция ( )
xx
xxxg

24

24

sin3cos4
cos5sin4

+

+
= . Найдите: 

а) корни уравнения ( )
5
7

=xg ; 

б) наибольшее и наименьшее значения функции ( )xg . 

Ответ. а) Ζ∈+= kkx ,
24
ππ , Ζ∈+±= kkx ,

3
ππ ; б) 

4
5

min =g , 
39
55

max =g . 

Решение. Преобразуем данную функцию: 

( ) ( )
3cos3cos4

11
3cos3cos4
4cos3cos4

cos33cos4
cos5cos14

2424

24

24

222

+−
+=

+−

+−
=

−+

+−
=

xxxx
xx

xx
xxxg . 

Обозначим .  [ ]1;0cos 2 ∈= tx

а) После замены уравнение принимает вид ⎢
⎣

⎡
=
=

⇔=+−⇔=
+−

+
.5,0
,25,0

2
5334

5
7

334
11 2

2 t
t

tt
tt

 

Возвращаясь к переменой x , получаем  или , откуда 25,0cos2 =x 5,0cos2 =x Ζ∈+= kkx ,
24
ππ  или 

Ζ∈+±= kkx ,
3

ππ . 

б) Знаменатель дроби положителен при всех , а в числителе – фиксированное положительное число, поэтому 
максимум дроби достигается при минимуме знаменателя, а минимум дроби – при максимуме знаменателя. 

t

Итак, ( )
4
51min == gg , 

39
55

8
3

max =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= gg . (Минимум знаменателя получается в вершине параболы, т.е. при 

8
3

=t , 

а максимум – в точке, наиболее удалённой от вершины, т.е. при 1=t .) 
 

3. Решите систему уравнений 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=
+

+

−=
+

+

−=
+

+

.
4
111

,
3
211

,
15
211

yxz

zxy

zyx

 

Ответ. . ( )2;1;5 −−

Решение. Домножая обе части первого уравнения на ( zyx +−
2

15 ) , обе части второго – на ( zxy +−
2
3 )

)

, третьего – 

на , получаем систему  ( yxz +− 4
( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

+=++−
+=++−
+=++−

.4
,5,1
,5,7

yzxzzyx
yzxyzyx
xzxyzyx

 

Сложив почленно все три уравнения и разделив полученное равенство пополам, получаем  равенство  
( )zyxyzxzxy ++−=++ 5,6 . 

Вычитая из него каждое из уравнений последней системы, находим, что  
( )

( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=++

=++−

.5
,

,5,2

xzzyx
yzzyx

xyzyx
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Разделив первое уравнение на второе (это возможно, так как из ОДЗ исходной системы следует, что 0≠xyz ), 

получаем, что , а разделив первое на третье – что zx 5,2−= zy 5,0= . 

Тогда второе уравнение принимает вид , откуда 25,0 zz =− 2−=z , 5=x , 1−=y . 
 

4. На стороне  треугольника  взята точка BC ABC M  такая, что 5:2: =MCBM . Биссектриса  данного 
треугольника и отрезок 

BL

AM  пересекаются в точке P  под углом . 90
а) Найдите отношение площади треугольника ABP  к площади четырёхугольника . LPMC
б) На отрезке  отмечена точка  такая, что MC F 4:1: =FCMF . Пусть дополнительно известно, что прямые 

LF  и  перпендикулярны. Найдите угол . BC CBL

Ответ. а) , б) 40:9
72
33arccos . 

Решение. а) В треугольнике ABM  отрезок BP  является биссектрисой и высотой, поэтому треугольник ABM  
равнобедренный, а BP  является также его медианой. Обозначим xBM 2= , тогда , xAB 2= xMC 5= . По 
свойству биссектрисы треугольника, 7:27:2:: === xxBCABLCAL . 

Обозначим площадь треугольника  через . Тогда ABC S SSSS ABCABMABP 7
1

7
2

2
1

2
1

=⋅== . По теореме об 

отношении площадей треугольников получаем 
9
1

9
2

2
1

=⋅=⋅=
AC
AL

AM
AP

S
S

AMC

APL , следовательно, 

SSS AMCAPL 7
5

9
1

9
1

⋅== , SSSS AMCLPMC 63
40

7
5

9
8

9
8

=⋅== . Искомое отношение равно 
40
9

63
40:

7
1

=SS . 

б) Так как у треугольников ABP  и ALP  общая высота, проведённая из вершины A , то 

5:9
79

5:
7
1:: =

⋅
== ALPABP SSPLBP . Пусть yBP 9= , yPL 5= . 

Пусть γ=∠CBL . Тогда из треугольника  получаем, что BPM
x
y

2
9cos =γ , а из треугольника  – что BFL

y
x

14
3cos =γ . Приравнивая эти выражения для косинуса, находим, что 21yx = , откуда 

72
33cos =γ . 

 
5. Найдите количество пар целых чисел , удовлетворяющих условию . ( yx; ) 10022 665 =+− yxyx
Ответ. 19594 . 
Решение. Раскладывая левую и правую части уравнения на множители, получаем . 

Поскольку каждый из множителей в левой части является целым числом, отсюда следует, что 
( )( ) 100100 325 ⋅=−− yxyx

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=−
⋅=−

−− lk

lk

yx
yx

100100 32
,325   или   

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅−=−
⋅−=−

−− ,32
,325

100100 lk

lk

yx
yx

где  и l  – целые числа из отрезка . k [ ]100;0
Найдём количество решений первой системы. Выражая из неё x  и , получаем y

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅⋅−⋅=
⋅−⋅=

−−−

−−−

.32532
,3232

100982

100982

lklk

lklk

y
x  

Рассмотрим первое уравнение. Показатели в степенях тройки неотрицательны. Сумма показателей в 
степенях двойки равна 96, поэтому хотя бы один из них положителен, т.е соответствующий ему член 
является целым числом. Так как в левой части равенства также целое число, то и второй член в правой части 
равенства должен быть целым. Значит, для существования целочисленных решений необходимо и 
достаточно, чтобы ,  – всего 982 ≤≤ k 1000 ≤≤ l 979710197 =⋅  вариантов. 

Вторая система также имеет 9797  решений; итак, всего 19594  решений. 
 
6. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся число  такое, что система a b

( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−
=

=−+++

1

8
,492

2

22

bx
y

xyaayx
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;
Ответ. . [ )7;15−∈a



“Физтех–2015”,10 класс, решения билета 5 
Решение. Первое уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 7=++− ayax , следовательно, 

оно задаёт окружность радиуса 7 с центром ( )aa −; . 
Рассмотрим функцию, заданную вторым уравнением при 0=b . В точке 0=x  она принимает максимальное 

значение, равно 8. При увеличении x  по модулю функция убывает и стремится к нулю при ∞→x . Если 
изменять , то график сдвигается на b b  единиц влево или вправо. При всевозможных R∈b  графики этих 
функций заметают полосу . 80 ≤< y

Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы окружность, задаваемая первым уравнением, 
имела хотя бы одну общую точку с данной полосой, откуда [ )7;15−∈a . 
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1. Решите неравенство 161216 22 −≤−⋅− xxx . 
Ответ. . { } [ )∞+∈ ;54 ∪x
Решение. ОДЗ данного неравенства – это множество [ )∞+∈ ;4x . Рассмотрим два случая. 
а) При  неравенство выполнено (получаем 4=x 00 = ). 

б) При  делим обе части неравенства на положительное число 4>x 162 −x  и получаем 1612 2 −≤− xx ; 

тогда , , 1612 2 −≤− xx 01522 ≥−− xx ( ] [ )∞+−∞−∈ ;53; ∪x . С учётом условия, получаем [ )∞+∈ ;5x . 
Объединяя результаты, находим . { } [ )∞+∈ ;54 ∪x
 

2. Дана функция ( )
xx

xxxg
24

24

cos3sin2
sincos2

+

+
= . Найдите: 

а) корни уравнения ( )
2
1

=xg ; 

б) наибольшее и наименьшее значения функции ( )xg . 

Ответ. а) Ζ∈+= kkx ,
24
ππ , Ζ∈+= kkx ,

2
ππ ; б) 

15
7

min =g , 
3
2

max =g . 

Решение. Преобразуем данную функцию: 

( )
( ) 2coscos2

11
2coscos2
1coscos2

cos3cos12

cos1cos2
2424

24

222

24

+−
−=

+−

+−
=

+−

−+
=

xxxx
xx

xx

xxxg . 

Обозначим .  [ ]1;0cos 2 ∈= tx

а) После замены уравнение принимает вид ⎢
⎣

⎡
=
=

⇔=+−⇔=
+−

−
.5,0

,0
222

2
1

22
11 2

2 t
t

tt
tt

 

Возвращаясь к переменой x , получаем  или , откуда 0cos2 =x 5,0cos2 =x Ζ∈+= kkx ,
24
ππ  или 

Ζ∈+= kkx ,
2

ππ . 

б) Знаменатель дроби положителен при всех , а в числителе – фиксированное положительное число, поэтому 
максимум дроби достигается при минимуме знаменателя, а минимум дроби – при максимуме знаменателя. 

t

Итак, 
15
7

4
1

min =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= gg , ( )

3
21max == gg . (Минимум знаменателя получается в вершине параболы, т.е. при 

4
1

=t , 

а максимум – в точке, наиболее удалённой от вершины, т.е. при 1=t .) 
 

3. Решите систему уравнений 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
+

+

=
+

+

=
+

+

.
2
111

,
6
111

,
12
111

yxz

zxy

zyx

 

Ответ. . ( )1;2;4−
Решение. Домножая обе части первого уравнения на ( )zyx +12 , обе части второго – на , третьего – на 

, получаем систему  
( zxy +6 )

)( yxz +2
( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

+=++
+=++
+=++

.2
,6
,12

yzxzzyx
yzxyzyx
xzxyzyx

 

Сложив почленно все три уравнения и разделив полученное равенство пополам, получаем  равенство  
( )zyxyzxzxy ++=++ 10 . 

Вычитая из него каждое из уравнений последней системы, находим, что  
( )
( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++−

=++

.4
,2

,8

xzzyx
yzzyx

xyzyx
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Разделив первое уравнение на второе (это возможно, так как из ОДЗ исходной системы следует, что 0≠xyz ), 

получаем, что , а разделив первое на третье – что zx 4−= zy 2= . 

Тогда второе уравнение принимает вид , откуда 222 zz = 1=z , 4−=x , 2=y . 
 

4. На стороне  треугольника  взята точка BC ABC M  такая, что 7:2: =MCBM . Биссектриса  данного 
треугольника и отрезок 

BL

AM  пересекаются в точке P  под углом . 90
а) Найдите отношение площади треугольника ABP  к площади четырёхугольника . LPMC
б) На отрезке  отмечена точка MC T  такая, что 6:1: =TCMT . Пусть дополнительно известно, что прямые 

LT  и  перпендикулярны. Найдите угол . BC CBL

Ответ. а) , б) 70:11
32

11arccos . 

Решение. а) В треугольнике ABM  отрезок BP  является биссектрисой и высотой, поэтому треугольник ABM  
равнобедренный, а BP  является также его медианой. Обозначим xBM 2= , тогда , xAB 2= xMC 7= . По 
свойству биссектрисы треугольника, 9:29:2:: === xxBCABLCAL . 

Обозначим площадь треугольника  через . Тогда ABC S SSSS ABCABMABP 9
1

9
2

2
1

2
1

=⋅== . По теореме об 

отношении площадей треугольников получаем 
11
1

11
2

2
1

=⋅=⋅=
AC
AL

AM
AP

S
S

AMC

APL , следовательно, 

SSS AMCAPL 9
7

11
1

11
1

⋅== , SSSS AMCLPMC 99
70

9
7

11
10

11
10

=⋅== . Искомое отношение равно 
70
11

99
70:

9
1

=SS . 

б) Так как у треугольников ABP  и ALP  общая высота, проведённая из вершины A , то 

7:11
119

7:
9
1:: =

⋅
== ALPABP SSPLBP . Пусть yBP 11= , yPL 7= . 

Пусть γ=∠CBL . Тогда из треугольника  получаем, что BPM
x
y

2
11cos =γ , а из треугольника  – что BFL

y
x

18
3cos =γ . Приравнивая эти выражения для косинуса, находим, что 33yx = , откуда 

32
11cos =γ . 

 
5. Найдите количество пар целых чисел , удовлетворяющих условию . ( yx; ) 10022 1076 =+− yxyx
Ответ. 19998 . 
Решение. Раскладывая левую и правую части уравнения на множители, получаем . 

Поскольку каждый из множителей в левой части является целым числом, отсюда следует, что 
( )( ) 100100 526 ⋅=−− yxyx

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=−
⋅=−

−− lk

lk

yx
yx

100100 52
,526   или   

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅−=−
⋅−=−

−− ,52
,526

100100 lk

lk

yx
yx

где  и l  – целые числа из отрезка . k [ ]100;0
Найдём количество решений первой системы. Выражая из неё x  и , получаем y

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅⋅−⋅=
⋅−⋅=

−−−

−−−

.52652
,5252

991001

991001

lklk

lklk

y
x  

Рассмотрим первое уравнение. Показатели в степенях двойки неотрицательны. Сумма показателей в 
степенях пятёрки равна 98, поэтому хотя бы один из них положителен, т.е соответствующий ему член 
является целым числом. Так как в левой части равенства также целое число, то и второй член в правой части 
равенства должен быть целым. Значит, для существования целочисленных решений необходимо и 
достаточно, чтобы ,  – всего 1000 ≤≤ k 991 ≤≤ l 999910199 =⋅  вариантов. 

Вторая система также имеет 9999  решений; итак, всего 19998  решений. 
 
6. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся число  такое, что система b a

( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++
=

=+−++

1

9
,42

2

22

ax
y

yxbbyx
 

имеет хотя бы одно решение ( ) . yx;
Ответ. . [ )2;11−∈b
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Решение. Первое уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 2=++− bybx , следовательно, 

оно задаёт окружность радиуса 2 с центром ( )bb −; . 
Рассмотрим функцию, заданную вторым уравнением при 0=a . В точке 0=x  она принимает максимальное 

значение, равно 9. При увеличении x  по модулю функция убывает и стремится к нулю при ∞→x . Если 
изменять , то график сдвигается на a a  единиц влево или вправо. При всевозможных R∈a  графики этих 
функций заметают полосу . 90 ≤< y

Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы окружность, задаваемая первым уравнением, 
имела хотя бы одну общую точку с данной полосой, откуда [ )2;11−∈b . 
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1. Решите неравенство 9129 22 −≤−−⋅− xxx . 
Ответ. . ( ] { }34; −−∞−∈ ∪x

Решение. ОДЗ данного неравенства – это множество ( ]3; −∞−∈x . Рассмотрим два случая. 
а) При  неравенство выполнено (получаем 3−=x 00 = ). 

б) При  делим обе части неравенства на положительное число 3−<x 92 −x  и получаем 912 2 −≤−− xx ; 

тогда , , 912 2 −≤−− xx 0822 ≥−+ xx ( ] [ )∞+−∞−∈ ;24; ∪x . С учётом условия, получаем ( ]4; −∞−∈x . 
Объединяя результаты, находим ( ] { }34; −−∞−∈ ∪x . 
 

2. Дана функция ( )
xx
xxxg

24

24

cos3sin4
sin5cos4

+

+
= . Найдите: 

а) корни уравнения ( )
3
4

=xg ; 

б) наибольшее и наименьшее значения функции ( )xg . 

Ответ. а) Ζ∈= kkx ,
3
π ; б) 

4
5

min =g , 
39
55

max =g . 

Решение. Преобразуем данную функцию: 

( )
( ) 4cos5cos4

11
4cos5cos4
5cos5cos4

cos3cos14

cos55cos4
2424

24

222

24

+−
+=

+−

+−
=

+−

−+
=

xxxx
xx

xx

xxxg . 

Обозначим .  [ ]1;0cos 2 ∈= tx

а) После замены уравнение принимает вид ⎢
⎣

⎡
=
=

⇔=+−⇔=
+−

+
.25,0

,1
3454

3
4

454
11 2

2 t
t

tt
tt

 

Возвращаясь к переменой x , получаем  или , откуда 1cos2 =x 25,0cos2 =x Ζ∈= kkx ,
3
π . 

б) Знаменатель дроби положителен при всех , а в числителе – фиксированное положительное число, поэтому 
максимум дроби достигается при минимуме знаменателя, а минимум дроби – при максимуме знаменателя. 

t

Итак, ( )
4
50min == gg , 

39
55

8
5

max =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= gg . (Минимум знаменателя получается в вершине параболы, т.е. при 

8
5

=t , 

а максимум – в точке, наиболее удалённой от вершины, т.е. при 0=t .) 
 

3. Решите систему уравнений 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=
+

+

=
+

+

=
+

+

.
5
411

,
3
411

,111

yxz

zxy

zyx

 

Ответ. . ( )1;3;2 −

Решение. Домножая обе части первого уравнения на ( )zyx + , обе части второго – на ( zxy +
4
3 ) , третьего – на 

( yxz +−
4
5 ) , получаем систему  

( )
( )

( )⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+=++−

+=++

+=++

.
4
5

,
4
3

,

yzxzzyx

yzxyzyx

xzxyzyx

 

Сложив почленно все три уравнения и разделив полученное равенство пополам, получаем  равенство  

( )zyxyzxzxy ++=++
4
1 . 

Вычитая из него каждое из уравнений последней системы, находим, что  
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( )

( )

( )
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=++−

=++−

=++

.
2
1

,
4
3

,
2
3

xzzyx

yzzyx

xyzyx

 

Разделив первое уравнение на второе (это возможно, так как из ОДЗ исходной системы следует, что 0≠xyz ), 
получаем, что , а разделив первое на третье – что zx 2−= zy 3−= . 

Тогда второе уравнение принимает вид , откуда 233 zz −= 1−=z , 2=x , 3=y . 
 

4. На стороне  треугольника  взята точка BC ABC M  такая, что 8:3: =MCBM . Биссектриса  данного 
треугольника и отрезок 

BL
AM  пересекаются в точке P  под углом . 90

а) Найдите отношение площади треугольника ABP  к площади четырёхугольника . LPMC
б) На отрезке  отмечена точка MC F  такая, что 7:1: =FCMF . Пусть дополнительно известно, что прямые 

LF  и  перпендикулярны. Найдите угол . BC CBL

Ответ. а) , б) 100:21
33
72arccos . 

Решение. а) В треугольнике ABM  отрезок BP  является биссектрисой и высотой, поэтому треугольник ABM  
равнобедренный, а BP  является также его медианой. Обозначим xBM 3= , тогда , xAB 3= xMC 8= . По 
свойству биссектрисы треугольника, 11:311:3:: === xxBCABLCAL . 

Обозначим площадь треугольника  через . Тогда ABC S SSSS ABCABMABP 22
3

11
3

2
1

2
1

=⋅== . По теореме об 

отношении площадей треугольников получаем 
28
3

14
3

2
1

=⋅=⋅=
AC
AL

AM
AP

S
S

AMC

APL , следовательно, 

SSS AMCAPL 11
8

28
3

28
3

⋅== , SSSS AMCLPMC 77
50

11
8

28
25

28
25

=⋅== . Искомое отношение равно 
100
21

77
50:

22
3

=SS . 

б) Так как у треугольников ABP  и ALP  общая высота, проведённая из вершины A , то 

4:7
77
6:

22
3:: === ALPABP SSPLBP . Пусть yBP 7= , yPL 4= . 

Пусть γ=∠CBL . Тогда из треугольника  получаем, что BPM
x
y

3
7cos =γ , а из треугольника  – что BFL

y
x

11
4cos =γ . Приравнивая эти выражения для косинуса, находим, что 

32
77yx = , откуда 

33
72cos =γ . 

 
5. Найдите количество пар целых чисел , удовлетворяющих условию . ( yx; ) 10022 1056 =++ yxyx
Ответ. 19594 . 
Решение. Раскладывая левую и правую части уравнения на множители, получаем . 

Поскольку каждый из множителей в левой части является целым числом, отсюда следует, что 
( )( ) 100100 525 ⋅=++ yxyx

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=+
⋅=+

−− lk

lk

yx
yx

100100 52
,525   или   

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅−=+
⋅−=+

−− lk

lk

yx
yx

100100 52
,525

где  и l  – целые числа из отрезка . k [ ]100;0
Найдём количество решений первой системы. Выражая из неё x  и , получаем y

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅−⋅⋅=
⋅−⋅=

−−−

−−−

.52525
,5252

210098

100982

lklk

lklk

x
y  

Рассмотрим первое уравнение. Показатели в степенях пятёрки неотрицательны. Сумма показателей в 
степенях двойки равна 96, поэтому хотя бы один из них положителен, т.е соответствующий ему член 
является целым числом. Так как в левой части равенства также целое число, то и второй член в правой части 
равенства должен быть целым. Значит, для существования целочисленных решений необходимо и 
достаточно, чтобы ,  – всего 982 ≤≤ k 1000 ≤≤ l 979710197 =⋅  вариантов. 

Вторая система также имеет 9797  решений; итак, всего 19594  решений. 
 
6. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся число  такое, что система a b



“Физтех–2015”,10 класс, решения билета 7 
( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++
=

=−−++

1

7
,642

2

22

bx
y

yxaayx
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;
Ответ. . ( ]15;8−∈a

Решение. Первое уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 8=−+− ayax , следовательно, 
оно задаёт окружность радиуса 8 с центром ( )aa; . 

Рассмотрим функцию, заданную вторым уравнением при 0=b . В точке 0=x  она принимает максимальное 
значение, равно 7. При увеличении x  по модулю функция убывает и стремится к нулю при ∞→x . Если 
изменять , то график сдвигается на b b  единиц влево или вправо. При всевозможных R∈b  графики этих 
функций заметают полосу . 70 ≤< y

Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы окружность, задаваемая первым уравнением, 
имела хотя бы одну общую точку с данной полосой, откуда ( ]15;8−∈a . 
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1. Решите неравенство 4124 22 −≤−⋅− xxx . 
Ответ. . { } [ )∞+∈ ;32 ∪x
Решение. ОДЗ данного неравенства – это множество [ )∞+∈ ;2x . Рассмотрим два случая. 
а) При  неравенство выполнено (получаем 2=x 00 = ). 

б) При  делим обе части неравенства на положительное число 2>x 42 −x  и получаем 412 2 −≤− xx ; тогда 

, , 412 2 −≤− xx 0322 ≥−− xx ( ] [ )∞+−∞−∈ ;31; ∪x . С учётом условия, получаем . [ )∞+∈ ;3x
Объединяя результаты, находим . { } [ )∞+∈ ;32 ∪x
 

2. Дана функция ( )
xx
xxxg

24

24

sincos4
cos7sin4

+

+
= . Найдите: 

а) корни уравнения ; ( ) 4=xg
б) наибольшее и наименьшее значения функции ( )xg . 

Ответ. а) Ζ∈+±= kkx ,
3

ππ , Ζ∈+= kkx ,
2

ππ ; б) 
4
7

min =g , 
15
63

max =g . 

Решение. Преобразуем данную функцию: 

( ) ( )
1coscos4

31
1coscos4
4coscos4

cos1cos4
cos7cos14

2424

24

24

222

+−
+=

+−

+−
=

−+

+−
=

xxxx
xx

xx
xxxg . 

Обозначим .  [ ]1;0cos 2 ∈= tx

а) После замены уравнение принимает вид ⎢
⎣

⎡
=
=

⇔=+−⇔=
+−

+
.25,0

,0
1144

14
31 2

2 t
t

tt
tt

 

Возвращаясь к переменой x , получаем  или , откуда 0cos2 =x 25,0cos2 =x Ζ∈+±= kkx ,
3

ππ  или 

Ζ∈+= kkx ,
2

ππ . 

б) Знаменатель дроби положителен при всех , а в числителе – фиксированное положительное число, поэтому 
максимум дроби достигается при минимуме знаменателя, а минимум дроби – при максимуме знаменателя. 

t

Итак, ( )
4
71min == gg , 

15
63

8
1

max =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= gg . (Минимум знаменателя получается в вершине параболы, т.е. при 

8
1

=t , 

а максимум – в точке, наиболее удалённой от вершины, т.е. при 1=t .)  
 

3. Решите систему уравнений 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
+

+

=
+

+

=
+

+

.
3
211

,
4
311

,
5
611

yxz

zxy

zyx

 

Ответ. . ( )3;2;1

Решение. Домножая обе части первого уравнения на ( zyx +
6
5 ) , обе части второго – на ( zxy +

3
4 ) , третьего – на 

( yxz +
2
3 ) , получаем систему  

( )

( )

( )
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+=++

+=++

+=++

.
2
3

,
3
4

,
6
5

yzxzzyx

yzxyzyx

xzxyzyx

 

Сложив почленно все три уравнения и разделив полученное равенство пополам, получаем  равенство  

( )zyxyzxzxy ++=++
6

11 . 

Вычитая из него каждое из уравнений последней системы, находим, что  
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( )
( )
( )⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++

=++

=++

.
2
1

,

,
3
1

xzzyx

yzzyx

xyzyx

 

Разделив первое уравнение на второе (это возможно, так как из ОДЗ исходной системы следует, что 0≠xyz ), 

получаем, что zx
3
1

= , а разделив первое на третье – что zy
3
2

= . 

Тогда второе уравнение принимает вид 2
3
22 zz = , откуда 3=z , 1=x , 2=y . 

 
4. На стороне  треугольника  взята точка BC ABC M  такая, что 7:3: =MCBM . Биссектриса  данного 

треугольника и отрезок 
BL

AM  пересекаются в точке P  под углом . 90
а) Найдите отношение площади треугольника ABP  к площади четырёхугольника . LPMC
б) На отрезке  отмечена точка MC T  такая, что 6:1: =TCMT . Пусть дополнительно известно, что прямые 

LT  и  перпендикулярны. Найдите угол . BC CBL

Ответ. а) , б) 161:39
15
13arccos . 

Решение. а) В треугольнике ABM  отрезок BP  является биссектрисой и высотой, поэтому треугольник ABM  
равнобедренный, а BP  является также его медианой. Обозначим xBM 3= , тогда , xAB 3= xMC 7= . По 
свойству биссектрисы треугольника, 10:310:3:: === xxBCABLCAL . 

Обозначим площадь треугольника  через . Тогда ABC S SSSS ABCABMABP 20
3

10
3

2
1

2
1

=⋅== . По теореме об 

отношении площадей треугольников получаем 
26
3

13
3

2
1

=⋅=⋅=
AC
AL

AM
AP

S
S

AMC

APL , следовательно, 

SSS AMCAPL 10
7

26
3

26
3

⋅== , SSSS AMCLPMC 260
161

10
7

26
23

26
23

=⋅== . Искомое отношение равно 

161
39

260
161:

20
3

=SS . 

б) Так как у треугольников ABP  и ALP  общая высота, проведённая из вершины A , то 

7:13
260
21:

20
3:: === ALPABP SSPLBP . Пусть yBP 13= , yPL 7= . 

Пусть γ=∠CBL . Тогда из треугольника  получаем, что BPM
x
y

3
13cos =γ , а из треугольника  – что BTL

y
x

20
4cos =γ . Приравнивая эти выражения для косинуса, находим, что 

3
65yx = , откуда 

15
13cos =γ . 

 
5. Найдите количество пар целых чисел , удовлетворяющих условию . ( yx; ) 5022 1567 =++ yxyx
Ответ. . 4998
Решение. Раскладывая левую и правую части уравнения на множители, получаем . 

Поскольку каждый из множителей в левой части является целым числом, отсюда следует, что 
( )( ) 5050 356 ⋅=++ yxyx

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=+
⋅=+

−− lk

lk

yx
yx

5050 35
,356   или   

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅−=+
⋅−=+

−− lk

lk

yx
yx

5050 35
,356

где  и l  – целые числа из отрезка . k [ ]50;0
Найдём количество решений первой системы. Выражая из неё x  и , получаем y

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅−⋅=
⋅−⋅⋅=

−−−

−−−

.3535
,35356

50491

15049

lklk

lklk

y
x  

Рассмотрим первое уравнение. Показатели в степенях тройки неотрицательны. Сумма показателей в 
степенях пятёрки равна 48, поэтому хотя бы один из них положителен, т.е соответствующий ему член 
является целым числом. Так как в левой части равенства также целое число, то и второй член в правой части 
равенства должен быть целым. Значит, для существования целочисленных решений необходимо и 
достаточно, чтобы ,  – всего 491 ≤≤ k 500 ≤≤ l 24995149 =⋅  вариантов. 
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Вторая система также имеет  решений; итак, всего  решений. 2499 4998
 
6. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся число  такое, что система b a

( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−
=

=++++

1

5
,812

2

22

ax
y

yxbbyx
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;
Ответ. . [ )9;14−∈b

Решение. Первое уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 9=+++ bybx , следовательно, 
оно задаёт окружность радиуса 9 с центром ( )bb −− ; . 

Рассмотрим функцию, заданную вторым уравнением при 0=a . В точке 0=x  она принимает максимальное 
значение, равно 5. При увеличении x  по модулю функция убывает и стремится к нулю при ∞→x . Если 
изменять , то график сдвигается на a a  единиц влево или вправо. При всевозможных R∈a  графики этих 
функций заметают полосу . 50 ≤< y

Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы окружность, задаваемая первым уравнением, 
имела хотя бы одну общую точку с данной полосой, откуда [ )9;14−∈b . 



10 класс, билеты 5–8 
 
Задача считается полностью решённой (и за неё начисляется максимально возможное количество баллов), 

только если в тексте решения приведены все необходимые преобразования и полностью объяснены 
все имеющиеся логические шаги, при этом полученные ответы приведены к упрощённому виду. 

Наличие верного ответа не гарантирует выставление положительного балла за задачу. 
 
1.(4) Неэквивалентное преобразование неравенства.........................................................................0 баллов за задачу; 
не учтено ОДЗ........................................................................................................................не более 2 баллов за задачу; 
потеряна изолированная точка................................................................................................................................–1 балл. 
 
2.(7) Функция преобразована к рациональной относительно одной тригонометрической функции..............+1 балл; 
решено уравнение пункта а)..................................................................................................................................+2 балла; 
– при этом неверно решены элементарные тригонометрические уравнения.....................................................–1 балл; 
найдены максимум и минимум функции.............................................................................................................+4 балла. 
 
3.(7) Получена система относительно переменных zyxyzxzxy ++,,, ............................................................+2 балла. 
получены лишние решения....................................................................................................................................–2 балла. 
 
4.(8) Найдено, в каком отношении биссектриса делит сторону.........................................................................+2 балла; 
найдено отношение площадей...............................................................................................................................+3 балла; 
найден угол..............................................................................................................................................................+3 балла. 
 
5.(7) Левая часть уравнения разложена на множители.........................................................................................+1 балл; 
Составлена система линейных уравнений относительно x  и .......................................................................+2 балла. y
 
6.(8) Построено множество точек, удовлетворяющих первому уравнению системы  при фиксированном значении 
параметра (окружность)...........................................................................................................................................+1 балл; 
построена полоса между двумя параллельными прямыми, представляющая собой объединение синусоид, 
задаваемых вторым уравнением при всевозможных значениях параметра.....................................................+2 балла; 
задача обоснованно сведена к следующей: “окружность, задаваемая первым уравнением, имеет хотя бы одну 
общую точку с этой полосой”................................................................................................................................+3 балла. 
 
Итого – 40 баллов. 
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1. Известно, что yyx sin
2
5cos2sin −= , yyx cos

2
5sin2cos −= . Найдите . y2sin

Ответ. 
40
372sin =y . 

Решение. Возводя оба равенства в квадрат и складывая их почленно, получаем 
4
25cossin2041 +−= yy , откуда 

4
372sin10 =y , 

40
372sin =y . 

 
2. Найдите количество натуральных чисел , не превосходящих 242400 и таких, что  делится нацело на 303. k kk 22 +
Ответ. . 3200
Решение. Разложив делимое и делитель на множители, получаем условие ( ) ( )10132 ⋅+kk . Значит, одно из чисел 

 или  делится на 101. Рассмотрим два случая. k ( 2+k )
а) , т.е. . Тогда получаем 101k Ζ∈= ppk ,101 ( ) ( ) ( ) 3210110132101101 +⇔⋅+ pppp . Первый множитель делится 

на 3 при , а второй – при Ζ∈= qqp ,3 Ζ∈+= qqp ,23 , откуда получаем, что , qk 303= 202303 += qk , Ζ∈q . 
б) , т.е. . Тогда получаем ( ) 1012+k Ζ∈+= ppk ,99101 ( )( ) ( ) ( )( ) 3199101101310110199101 ++⇔⋅++ pppp . 

Первый множитель делится на 3 при Ζ∈= qqp ,3 , а второй – при Ζ∈+= qqp ,23 , откуда получаем, что 
, , . 99303 += qk 301303 += qk Ζ∈q

Итак, условию задачи удовлетворяют числа, дающие остатки  при делении на 303, то есть 
подходят каждые 4 из 303 подряд идущих чисел. Так как 

301,99,202,0
800303242400 ⋅= , получаем  чисел. 32008004 =⋅

 

3. Решите систему  
⎩
⎨
⎧

=−−+++
+≥

.722626252
,1623

224224 xyyxyyxx
yx

Ответ. . ( )1;6

Решение. Преобразуем уравнение системы (добавляем к обеим частям ): 22 3636 yx +

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎢
⎢
⎣

⎡

=+++
=−+−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

−−=++
+=++⇔

⇔+=++⇔++=++++

.1333
,1333

665
,665

665723636101025

22

22

22

22

22222222222

yx
yx

yxyx
yxyx

yxyxxyyxyxyx
 

Получаем две окружности радиуса 13  с центрами в точках ( )3;3  и ( )3;3 −− . 
Неравенство системы задаёт полуплоскость. Рассмотрим взаимное расположение каждой из окружностей с 

прямой 8
2

3
−=

xy , являющейся границей этой полуплоскости. 

а) 
( ) ( ) ( )

⎩
⎨
⎧

=
=

⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

=+−
⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=−+−

.1
,6

8
2
3

,011739
4

13

8
2
3

,1311
2

33

8
2
3

,1333 2
2

222

y
x

xy

xx

xy

xx

xy

yx
 

б) 
( ) ( ) ( )

.
8

2
3

,0219
4

13

8
2
3

,135
2

33

8
2
3

,1333 2
2

222

∅⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

=+−
⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=+++

xy

xx

xy

xx

xy

yx
 

При этом центры рассматриваемых окружностей – точки ( )3;3 −−  и ( )3;3  – не лежат в полуплоскости, так как 
их координаты не удовлетворяют неравенству. Поэтому вторая окружность не имеет общих точек с 
полуплоскостью, а первая имеет единственную общую точку ( )1;6 . 

 
4. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся такое число , что система  b a

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++=++
−−=

yxaayx
xby

448
,

222

2
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;
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Ответ. 
4
122 +≤b . 

Решение. Второе уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 222 =−+− ayax , 
следовательно, оно задаёт окружность радиуса 2 с центром ( )aa 2;2 . При всевозможных R∈a  графики этих 
функций заметают полосу 2222 +≤≤− xyx . 

Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы парабола, задаваемая первым уравнением, 
имела хотя бы одну общую точку с данной полосой. 

Найдём значение параметра , при котором парабола касается нижней границы полосы, т.е. прямой b

22−= xy . Это означает, что уравнение 222 −=−− xxb  имеет ровно одно решение, откуда 
4
122 +=b . 

При этом ордината вершины параболы 
4
1220 −−=y . Подходят все значения , при которых , т.е. b 0в yy ≥

4
122 −−≥− b , 

4
122 +≤b . 

 
5. Дан правильный 20-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 20-угольника, являющихся 

вершинами трапеций. 
Ответ. . 720
Решение. Впишем данный многоугольник  в окружность. Каждая трапеция определяется парой 

параллельных хорд с концами в точках . 
2021 ...KKK

201 ,..., KK
Рассмотрим хорду, соединяющую две соседние вершины многоугольника, например, . Существуют ещё 9 

хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 10 параллельных друг другу хорд. Из них 

можно образовать  пар параллельных отрезков. 

76 KK

85 KK

452
10 =C

Аналогичные наборы мы получим, если будем рассматривать все хорды, параллельные , … ,  – 
всего 10 таких наборов. 

21KK 1110 KK

Теперь возьмём хорду, соединяющую вершины, находящиеся через одну друг от друга, например, . 
Существуют ещё 8 хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 9 параллельных друг 

другу хорд. Из них можно образовать  пар параллельных отрезков. Этих наборов также 10. 

86 KK

95 KK

362
9 =C

В итоге получаем 81036104510 =⋅+⋅  четырёхугольников. При таком способе подсчёта прямоугольники 
оказались учтены дважды. Заметим, что обе диагонали вписанного в окружность прямоугольника являются 
диаметрами, всего диаметров с вершинами в данных точках 10, и таким образом, выходит  
прямоугольников. Вычитая удвоенное количество прямоугольников, получаем 

452
10 =C

72090810 =−  
четырёхугольников, имеющих хотя бы одну пару параллельных сторон. 

 
6. В углы A  и  треугольника  вписаны соответственно окружности с центрами  и  равного 

радиуса, точка  - центр окружности, вписанной в треугольник . Данные окружности касаются 
стороны 

B ABC 1O 2O
O ABC

AB  в точках ,  и 1K 2K K  соответственно, при этом , , и . 41 =AK 62 =BK 16=AB
а) Найдите длину отрезка AK . 
б) Пусть окружность с центром  касается стороны  в точке . Найдите угол , если известно, 

что точка  является центром окружности, описанной около треугольника . 
1O AC 3K CAB

1O 31KOK

Ответ. а) 
5

32
=AK , б) 

25
7arccos

5
3arcsin2 ==∠CAB . 

Решение. а) Прямые  и  являются биссектрисами углов 1AO 2BO A  и  треугольника, поэтому они 
пересекаются в точке  – центре вписанной окружности. Обозначим радиусы окружностей с центрами  
и  через 

B
O 1O

2O r , а радиус вписанной окружности через . Треугольники  и  подобны, 

коэффициент подобия равен 

R OKB BKO 22

r
R , поэтому 

r
RBK 6

= . Аналогично 
r
RAK 4

= , откуда 1610
=

r
R , 

5
32

=AK . 

б) Из условия следует, что . Опустим из точки  перпендикуляр  на отрезок . Тогда rKOOO == 111 1O HO1 OK

rrROH
5
3

=−= , 
5
3arcsinarcsin

1
1 ==∠=∠

OO
OHHOOOAB . Значит, 

25
7arccos

5
3arcsin2 ==∠CAB . 
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1. Известно, что xxy cos
3
2sin

2
3sin += , xxy cos

2
3sin

3
2cos += . Найдите . x2sin

Ответ. 
72
612sin −=x . 

Решение. Возводя оба равенства в квадрат и складывая их почленно, получаем 
9
4cossin4

4
91 ++= xx , откуда 

36
612sin2 =− x , 

72
612sin −=x . 

 
2. Найдите количество натуральных чисел , не превосходящих 353500 и таких, что  делится нацело на 505. k kk +2

Ответ. . 2800
Решение. Разложив делимое и делитель на множители, получаем условие ( ) ( )10151 ⋅+kk . Значит, одно из чисел 

 или  делится на 101. Рассмотрим два случая. k ( 1+k )
а) , т.е. . Тогда получаем 101k Ζ∈= ppk ,101 ( ) ( ) ( ) 5110110151101101 +⇔⋅+ pppp . Первый множитель делится 

на 5 при , а второй – при Ζ∈= qqp ,5 Ζ∈+= qqp ,45 , откуда получаем, что , qk 505= 404505 += qk , Ζ∈q . 
б) , т.е. . Тогда получаем ( ) 1011+k Ζ∈+= ppk ,100101 ( )( ) ( ) ( )( ) 511001011015101101100101 ++⇔⋅++ pppp . 

Первый множитель делится на 5 при Ζ∈= qqp ,5 , а второй – при Ζ∈+= qqp ,45 , откуда получаем, что 
, , . 100505 += qk 504505 += qk Ζ∈q

Итак, условию задачи удовлетворяют числа, дающие остатки  при делении на 505, то есть 
подходят каждые 4 из 505 подряд идущих чисел. Так как 

504,100,404,0
700505353500 ⋅= , получаем  чисел. 28007004 =⋅

 

3. Решите систему  
⎩
⎨
⎧

=−−+++
+≥

.12840401442
,142

224224 xyyxyyxx
yx

Ответ. . ( )2;8

Решение. Преобразуем уравнение системы (добавляем к обеим частям ): 22 6464 yx +

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎢
⎢
⎣

⎡

=+++
=−+−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

−−=++
+=++⇔

⇔+=++⇔++=++++

.2044
,2044

8812
,8812

881212864642424144

22

22

22

22

22222222222

yx
yx

yxyx
yxyx

yxyxxyyxyxyx
 

Получаем две окружности радиуса 52  с центрами в точках ( )4;4  и ( )4;4 −− . 
Неравенство системы задаёт полуплоскость. Рассмотрим взаимное расположение каждой из окружностей с 

прямой , являющейся границей этой полуплоскости. 142 −= xy

а)  ( ) ( ) ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

=
=

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
=+−⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
=−+−⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
=−+−

.2
,8

142
,0320805

142
,201824

142
,2044 22222

y
x

xy
xx

xy
xx

xy
yx

б)  ( ) ( ) ( ) ( ) .
142

,096325
142

,201024
142

,2044 22222
∅⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
=+−⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
=−++⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
=+++

xy
xx

xy
xx

xy
yx

При этом центры рассматриваемых окружностей – точки ( )4;4  и ( )4;4 −−  – не лежат в полуплоскости, так как 
их координаты не удовлетворяют неравенству. Поэтому вторая окружность не имеет общих точек с 
полуплоскостью, а первая имеет единственную общую точку ( )2;8 . 

 
4. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся такое число , что система  a b

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=++
−=

148
,

222

2

xybbyx
axy  

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;

Ответ. 
4
12 −−≥a . 
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Решение. Второе уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 122 =−++ bybx , следовательно, 
оно задаёт окружность радиуса 1 с центром ( )bb 2;2− . При всевозможных  графики этих функций 

заметают полосу 

R∈b

22 +−≤≤−− xyx . 
Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы парабола, задаваемая первым уравнением, 

имела хотя бы одну общую точку с данной полосой. 
Найдём значение параметра , при котором парабола касается верхней границы полосы, т.е. прямой a

2+−= xy . Это означает, что уравнение 22 +−=− xax  имеет ровно одно решение, откуда 
4
12 −−=a . 

При этом ордината вершины параболы 
4
120 +=y . Подходят все значения , при которых , т.е. a 0в yy ≤

4
12 +≤− a , 

4
12 −−≥a . 

 
5. Дан правильный 16-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 16-угольника, являющихся 

вершинами трапеций. 
Ответ. . 336
Решение. Впишем данный многоугольник  в окружность. Каждая трапеция определяется парой 

параллельных хорд с концами в точках . 
1621 ...KKK

161 ,..., KK
Рассмотрим хорду, соединяющую две соседние вершины многоугольника, например, . Существуют ещё 7 

хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 8 параллельных друг другу хорд. Из них 

можно образовать  пар параллельных отрезков. 

76 KK

85 KK

282
8 =C

Аналогичные наборы мы получим, если будем рассматривать все хорды, параллельные , … ,  – 
всего 8 таких наборов. 

21KK 98 KK

Теперь возьмём хорду, соединяющую вершины, находящиеся через одну друг от друга, например, . 
Существуют ещё 6 хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 7 параллельных друг 

другу хорд. Из них можно образовать  пар параллельных отрезков. Этих наборов также 8. 

86 KK

95 KK

212
7 =C

В итоге получаем  четырёхугольников. При таком способе подсчёта прямоугольники 
оказались учтены дважды. Заметим, что обе диагонали вписанного в окружность прямоугольника являются 
диаметрами, всего диаметров с вершинами в данных точках 8, и таким образом, выходит  
прямоугольников. Вычитая удвоенное количество прямоугольников, получаем 

392218288 =⋅+⋅

282
8 =C

33656392 =−  
четырёхугольников, имеющих хотя бы одну пару параллельных сторон. 

 
6. В углы  и  треугольника  вписаны соответственно окружности с центрами  и  равного 

радиуса, точка  - центр окружности, вписанной в треугольник . Данные окружности касаются 
стороны  в точках ,  и 

B C ABC 1O 2O
O ABC

BC 1K 2K K  соответственно, при этом , , и . 41 =BK 82 =CK 18=BC
а) Найдите длину отрезка CK . 
б) Пусть окружность с центром  касается стороны 1O AB  в точке . Найдите угол , если известно, 

что точка  является центром окружности, описанной около треугольника . 
3K ABC

1O 31KOK

Ответ. а) , б) . 12=CK 60=∠ABC
Решение. а) Прямые  и  являются биссектрисами углов  и  треугольника, поэтому они 

пересекаются в точке  – центре вписанной окружности. Обозначим радиусы окружностей с центрами  
и  через 

2CO 1BO C B
O 1O

2O r , а радиус вписанной окружности через . Треугольники  и  подобны, 

коэффициент подобия равен 

R OKB BKO 11

r
R , поэтому 

r
RBK 4

= . Аналогично 
r
RCK 8

= , откуда 1812
=

r
R , 12=CK . 

б) Из условия следует, что . Опустим из точки  перпендикуляр  на отрезок . Тогда rKOOO == 111 1O HO1 OK

rrROH
2
1

=−= , 30
2
1arcsinarcsin

1
1 ===∠=∠

OO
OHHOOOBC . Значит, . 60302 =⋅=∠ABC
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1. Известно, что xxy sin
2
5cos2sin += , xxy cos

2
5sin2cos += . Найдите . x2sin

Ответ. 
40
372sin −=x . 

Решение. Возводя оба равенства в квадрат и складывая их почленно, получаем 
4
25cossin2041 ++= xx , откуда 

4
372sin10 =− x , 

40
372sin −=x . 

 
2. Найдите количество натуральных чисел , не превосходящих 333300 и таких, что  делится нацело на 303. k kk 22 −
Ответ. . 4400
Решение. Разложив делимое и делитель на множители, получаем условие ( ) ( )10132 ⋅−kk . Значит, одно из чисел 

 или  делится на 101. Рассмотрим два случая. k ( 2−k )
а) , т.е. . Тогда получаем 101k Ζ∈= ppk ,101 ( ) ( ) ( ) 3210110132101101 −⇔⋅− pppp . Первый множитель делится 

на 3 при , а второй – при Ζ∈= qqp ,3 Ζ∈+= qqp ,13 , откуда получаем, что qk 303= , 101303 += qk , Ζ∈q . 
б) , т.е. . Тогда получаем ( ) 1012−k Ζ∈+= ppk ,2101 ( ) ( ) ( ) 3210110131012101 pppp +⇔⋅+ . Первый множитель 

делится на 3 при Ζ∈+= qqp ,23 , а второй – при Ζ∈= qqp ,3 , откуда получаем, что 204303 += qk , 
, . 2303 += qk Ζ∈q

Итак, условию задачи удовлетворяют числа, дающие остатки  при делении на 303, то есть подходят 
каждые 4 из 303 подряд идущих чисел. Так как 

2,204,101,0
1100303333300 ⋅= , получаем  чисел. 440011004 =⋅

 

3. Решите систему   
⎩
⎨
⎧

=−−+++
≤++

.8101092
,082

224224 xyyxyyxx
yx

Ответ. . ( )2;3 −−

Решение. Преобразуем уравнение системы (добавляем к обеим частям ): 22 44 yx +

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎢
⎢
⎣

⎡

=+++
=−+−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

−−=−+
+=−+⇔

⇔+=−+⇔++=−−++

.511
,511

223
,223

223844669

22

22

22

22

22222222222

yx
yx

yxyx
yxyx

yxyxxyyxyxyx
 

Получаем две окружности радиуса 5  с центрами в точках ( )1;1  и ( )1;1 −− . 
Неравенство системы задаёт полуплоскость. Рассмотрим взаимное расположение каждой из окружностей с 

прямой , являющейся границей этой полуплоскости. 82 −−= xy

а) . ( ) ( ) ( ) ( ) ∅⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=++⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=−−+−⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=−+−

.82
,082345

82
,5921

82
,511 22222

xy
xx

xy
xx

xy
yx

б)  ( ) ( ) ( ) ( ) .
2
,3

.82
,045305

82
,5721

82
,511̀ 22222

⎩
⎨
⎧

−=
−=

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=++⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=−−++⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=+++

y
x

xy
xx

xy
xx

xy
yx

При этом центры рассматриваемых окружностей – точки ( )1;1  и ( )1;1 −−  – не лежат в полуплоскости, так как их 
координаты не удовлетворяют неравенству. Поэтому первая окружность не имеет общих точек с 
полуплоскостью, а вторая имеет единственную общую точку ( )2;3 −− . 

 
4. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся такое число , что система  b a

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=++
−=

yxaayx
xby

242
,

222

2
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;

Ответ. 
4
122 −−≥b . 
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Решение. Второе уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 2=+++ ayax , следовательно, 
оно задаёт окружность радиуса 2 с центром ( )aa −− ; . При всевозможных  графики этих функций 

заметают полосу 

R∈a

2222 +≤≤− xyx . 
Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы парабола, задаваемая первым уравнением, 

имела хотя бы одну общую точку с данной полосой. 
Найдём значение параметра , при котором парабола касается нижней границы полосы, т.е. прямой b

22−= xy . Это означает, что уравнение 222 −=− xxb  имеет ровно одно решение, откуда 
4
122 −−=b . 

При этом ордината вершины параболы 
4
1220 −−=y . Подходят все значения , при которых , т.е. b 0в yy ≥

4
122 −−≥b . 

 
5. Дан правильный 22-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 22-угольника, являющихся 

вершинами трапеций. 
Ответ. . 990
Решение. Впишем данный многоугольник  в окружность. Каждая трапеция сторон определяется 

парой параллельных хорд с концами в точках . 
2221 ...KKK

221 ,..., KK
Рассмотрим хорду, соединяющую две соседние вершины многоугольника, например, . Существуют ещё 

10 хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 11 параллельных друг другу хорд. Из них 

можно образовать  пар параллельных отрезков. 

76 KK

85 KK

552
11 =C

Аналогичные наборы мы получим, если будем рассматривать все хорды, параллельные , … ,  – 
всего 11 таких наборов. 

21KK 1211KK

Теперь возьмём хорду, соединяющую вершины, находящиеся через одну друг от друга, например, . 
Существуют ещё 9 хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 10 параллельных друг 

другу хорд. Из них можно образовать  пар параллельных отрезков. Этих наборов также 11. 

86 KK

95 KK

452
10 =C

В итоге получаем 110045115511 =⋅+⋅  четырёхугольников. При таком способе подсчёта прямоугольники 
оказались учтены дважды. Заметим, что обе диагонали вписанного в окружность прямоугольника являются 
диаметрами, всего диаметров с вершинами в данных точках 11, и таким образом, выходит  
прямоугольников. Вычитая удвоенное количество прямоугольников, получаем 

552
11 =C

9901101100 =−  
четырёхугольников, имеющих хотя бы одну пару параллельных сторон. 

 
6. В углы  и  треугольника  вписаны соответственно окружности с центрами  и  равного 

радиуса, точка  - центр окружности, вписанной в треугольник . Данные окружности касаются 
стороны  в точках ,  и 

C B ABC 1O 2O
O ABC

BC 1K 2K K  соответственно, при этом , , и . 31 =CK 72 =BK 16=BC
а) Найдите длину отрезка CK . 
б) Пусть окружность с центром  касается стороны  в точке . Найдите угол , если известно, 

что точка  является центром окружности, описанной около треугольника . 
1O AC 3K ACB

1O 31KOK

Ответ. а) 
5
24

=CK , б) 
25
7arccos

5
3arcsin2 ==∠ACB . 

Решение. а) Прямые  и  являются биссектрисами углов  и  треугольника, поэтому они 
пересекаются в точке  – центре вписанной окружности. Обозначим радиусы окружностей с центрами  
и  через 

1CO 2BO C B
O 1O

2O r , а радиус вписанной окружности через . Треугольники  и  подобны, 

коэффициент подобия равен 

R OKB BKO 22

r
R , поэтому 

r
RBK 7

= . Аналогично 
r
RCK 3

= , откуда 1610
=

r
R , 

5
24

=CK . 

б) Из условия следует, что . Опустим из точки  перпендикуляр  на отрезок . Тогда rKOOO == 111 1O HO1 OK

rrROH
5
3

=−= , 
5
3arcsinarcsin

1
1 ==∠=∠

OO
OHHOOOCB . Значит, 

25
7arccos

5
3arcsin2 ==∠ACB . 
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1. Известно, что yyx cos
3
2sin

2
3sin −= , yyx sin

3
2cos

2
3cos −= . Найдите . y2sin

Ответ. 
72
612sin =y . 

Решение. Возводя оба равенства в квадрат и складывая их почленно, получаем 
9
4cossin4

4
91 +−= yy , откуда 

36
612sin2 =y , 

72
612sin =y . 

 
2. Найдите количество натуральных чисел , не превосходящих 454500 и таких, что  делится нацело на 505. k kk −2

Ответ. . 3600
Решение. Разложив делимое и делитель на множители, получаем условие ( ) ( )10151 ⋅−kk . Значит, одно из чисел 

 или  делится на 101. Рассмотрим два случая. k ( 1−k )
а) , т.е. . Тогда получаем 101k Ζ∈= ppk ,101 ( ) ( ) ( ) 5110110151101101 −⇔⋅− pppp . Первый множитель делится 

на 5 при , а второй – при Ζ∈= qqp ,5 Ζ∈+= qqp ,15 , откуда получаем, что qk 505= , 101505 += qk , Ζ∈q . 
б) , т.е. ( ) 1011−k Ζ∈+= ppk ,1101 . Тогда получаем ( ) ( ) ( ) 5110110151011101 pppp +⇔⋅+ . Первый множитель 

делится на 5 при Ζ∈+= qqp ,45 , а второй – при Ζ∈= qqp ,5 , откуда получаем, что 405505 += qk , 
, . 1505 += qk Ζ∈q

Итак, условию задачи удовлетворяют числа, дающие остатки  при делении на 505, то есть подходят 
каждые 4 из 505 подряд идущих чисел. Так как 

1,405,101,0
900505454500 ⋅= , получаем 36009004 =⋅  чисел. 

 

3. Решите систему  
⎩
⎨
⎧

=−−+++
≤++

.82020642
,0143

224224 xyyxyyxx
yx

Ответ. . ( )4;2 −−

Решение. Преобразуем уравнение системы (добавляем к обеим частям ): 22 44 yx +

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎢
⎢
⎣

⎡

=+++
=−+−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

−−=−+
+=−+⇔

⇔+=−+⇔++=−−++

.1011
,1011

228
,228

228844161664

22

22

22

22

22222222222

yx
yx

yxyx
yxyx

yxyxxyyxyxyx
 

Получаем две окружности радиуса 10  с центрами в точках ( )1;1  и ( )1;1 −− . 
Неравенство системы задаёт полуплоскость. Рассмотрим взаимное расположение каждой из окружностей с 

прямой , являющейся границей этой полуплоскости. 143 −−= yx

а)  ( ) ( ) ( ) ( ) ∅⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=++⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=−+−−⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=−+−

143
,02168810

143
,101153

143
,1011 22222

yx
xy

yx
yy

yx
yx

б)  ( ) ( ) ( ) ( ) .
.2
,4

143
,01608010

143
,101133

143
,1011 22222

⎩
⎨
⎧

−=
−=

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=++⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=++−−⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=+++

x
y

yx
yy

yx
yy

yx
yx

При этом центры рассматриваемых окружностей – точки ( )1;1  и ( )1;1 −−  – не лежат в полуплоскости, так как их 
координаты не удовлетворяют неравенству. Поэтому первая окружность не имеет общих точек с 
полуплоскостью, а вторая имеет единственную общую точку ( )4;2 −− . 

 
4. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся такое число , что система  a b

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=++
+=

122
,

222

2

yxbbyx
axy  

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;

Ответ. 
4
12 +≤a . 
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Решение. Второе уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 1=++− bybx , следовательно, 
оно задаёт окружность радиуса 1 с центром ( )bb −; . При всевозможных  графики этих функций 

заметают полосу 

R∈b

22 +−≤≤−− xyx . 
Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы парабола, задаваемая первым уравнением, 

имела хотя бы одну общую точку с данной полосой. 
Найдём значение параметра , при котором парабола касается верхней границы полосы, т.е. прямой a

2+−= xy . Это означает, что уравнение 22 +−=+ xax  имеет ровно одно решение, откуда 
4
12 +=a . 

При этом ордината вершины параболы 
4
120 +=y . Подходят все значения , при которых , т.е. a 0в yy ≤

4
12 +≤a . 

 
5. Дан правильный 18-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 18-угольника, являющихся 

вершинами трапеций. 
Ответ. . 504
Решение. Впишем данный многоугольник  в окружность. Каждая трапеция определяется парой 

параллельных хорд с концами в точках . 
1821 ...KKK

181 ,..., KK
Рассмотрим хорду, соединяющую две соседние вершины многоугольника, например, . Существуют ещё 8 

хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 9 параллельных друг другу хорд. Из них 

можно образовать  пар параллельных отрезков. 

76 KK

85 KK

362
9 =C

Аналогичные наборы мы получим, если будем рассматривать все хорды, параллельные , … ,  – 
всего 9 таких наборов. 

21KK 109 KK

Теперь возьмём хорду, соединяющую вершины, находящиеся через одну друг от друга, например, . 
Существуют ещё 7 хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 8 параллельных друг 

другу хорд. Из них можно образовать  пар параллельных отрезков. Этих наборов также 9. 

86 KK

95 KK

282
8 =C

В итоге получаем  четырёхугольников. При таком способе подсчёта прямоугольники 
оказались учтены дважды. Заметим, что обе диагонали вписанного в окружность прямоугольника являются 
диаметрами, всего диаметров с вершинами в данных точках 8, и таким образом, выходит  
прямоугольников. Вычитая удвоенное количество прямоугольников, получаем 

576289369 =⋅+⋅

362
9 =C

50472576 =−  
четырёхугольников, имеющих хотя бы одну пару параллельных сторон. 

 
6. В углы  и C A  треугольника  вписаны соответственно окружности с центрами  и  равного 

радиуса, точка  - центр окружности, вписанной в треугольник . Данные окружности касаются 
стороны  в точках ,  и 

ABC 1O 2O
O ABC

AC 1K 2K K  соответственно, при этом , , и . 61 =CK 82 =AK 21=AC
а) Найдите длину отрезка CK . 
б) Пусть окружность с центром  касается стороны  в точке . Найдите угол , если известно, 

что точка  является центром окружности, описанной около треугольника . 
1O BC 3K BCA

1O 31KOK

Ответ. а) , б) . 9=CK 60=∠ACB
Решение. а) Прямые  и  являются биссектрисами углов  и 1CO 2AO C A  треугольника, поэтому они 

пересекаются в точке  – центре вписанной окружности. Обозначим радиусы окружностей с центрами  
и  через 

O 1O

2O r , а радиус вписанной окружности через . Треугольники  и  подобны, 

коэффициент подобия равен 

R OKA AKO 22

r
R , поэтому 

r
RAK 8

= . Аналогично 
r
RCK 6

= , откуда 2114
=

r
R , 9=CK . 

б) Из условия следует, что . Опустим из точки  перпендикуляр  на отрезок . Тогда rKOOO == 111 1O HO1 OK

rrROH
2
1

=−= , 30
2
1arcsinarcsin

1
1 ===∠=∠

OO
OHHOOOCB . Значит, . 60302 =⋅=∠ACB



10 класс, билеты 11–14 
 
Задача считается полностью решённой (и за неё начисляется максимально возможное количество баллов), 

только если в тексте решения приведены все необходимые преобразования и полностью объяснены 
все имеющиеся логические шаги, при этом полученные ответы приведены к упрощённому виду. 

Наличие верного ответа не гарантирует выставление положительного балла за задачу. 
 
1.(4) Найдены посторонние решения................................................................................................................... –2 балла. 
 
2.(6) Задача сведена к исследованию четырёх случаев.........................................................................................+1 балл; 
верно рассмотрен ровно один случай.....................................................................................................................+1 балл; 
верно рассмотрены ровно два случая...................................................................................................................+2 балла; 
верно рассмотрены ровно три случая...................................................................................................................+3 балла; 
верно рассмотрены все четыре случая...............................................................................................................+5 баллов; 
случай обращения в ноль делимого не учтён при подсчёте.........................................................баллы не снимаются. 
 
3.(9) Второе уравнение системы разложено на множители.............................................................................+5 баллов; 
за каждый верно разобранный случай..................................................................................................................+2 балла. 
 
4.(8) Построено множество точек, удовлетворяющих второму уравнению системы при фиксированном значении 
параметра (окружность)...........................................................................................................................................+1 балл; 
построена полоса между двумя параллельными прямыми, представляющая собой объединение окружностей, 
задаваемых вторым уравнением при всевозможных действительных значениях параметра...........................+1 балл; 
задача обоснованно сведена к следующей: “график функции, задаваемой первым уравнением, имеет хотя бы одну 
общую точку с этой полосой”................................................................................................................................+3 балла. 
 
5. (6) При подсчёте прямоугольники учтены дважды.........................................................................................–3 балла; 
задача решена верно за исключением того, что прямоугольники считаются трапециями...............................–1 балл. 
 
6.(7) Решён пункт а)................................................................................................................................................+4 балла; 
решён пункт б)........................................................................................................................................................+3 балла. 
 
Итого – 40 баллов. 


